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Introduccion

El libro que ahora introducimos pretende cubrir una laguna que existe en el cam-
po de las ciencias sociales. Si bien resulta relativamente sencillo de encontrar un libro
que cubra los conocimientos introductorios de estadistica, ya no es tan ficil hallar un
manual que recoga las técnicas multivariables mis usuales del anilisis de los datos y
que esté esctito especificamente para personas que sin una fuerte base matematica se
introducen en el tema desde su interés por la investigacién social.

Este libro esti especialmente ditigido a estudiantes o profesionales de la investiga-
cién social que han seguido algiin curso introductotio de estadistica y que desean co-
menzar su aprendizaje de las técnicas multivariables. Hemos pretendido que todos los
capitulos tengan un doble nivel de lectura. Siguiendo el ejemplo ilustrativo que se
incluye en cada capitulo el lector no técnico podri comprender la utilidad de la técni-
ca en cuestién. Es decir, aun cuando haya alguna parte de cada capitulo que por su
complejidad matemitica resulte dificil de seguir, a través de los ejemplos se puede lle-
gar a comprender bisicamente cuil es el objetivo de cada técnica de anilisis, c6mo
procede, cuiles son los resultados y como se interpretan. Ello, unido a la amplia di-
vulgacién que existe hoy en dia de los programas estindar de anilisis de datos en or-
denador, permitird hacer uso de cada técnica con el fin de dar solucién a los proble-
mas de investigacién. Para un lector matemiticamente mis exigente, cada capitulo
incluye informacién suficiente para seguir el algoritmo bisico de cilculo que se utiliza
en la técnica. o

El libro estd dividido en 3 Secciones y 9 Capitulos. La clasificacion que se ha
hecho sigue un critetio puramente prictico, en funcién de la aplicacion de las técni-
cas. Aun cuando técnicas de diferentes secciones tengan fundamentos estadisticos se-
mejantes, por ejemplo los modelos lineales, el anilisis factorial y el anilisis discrimi-
nante son todas derivaciones del modelo general lineal, sus objetivos de investigacién
pueden ser diferentes. Bisicamente se pueden distinguir tres operaciones: reducir los
datos, clasificarlos y explicarlos.

Cuando se recoge mucha informacién sobre los individuos (u otras unidades de
anilisis), parte de esta informacién es redundante. Las técnicas de reduccién preten-
den eliminar esa informacién redundante y quedarse con lo esencial. Asi, el gusto por
el orden como forma de resolver los problemas sociales, las creencias en s verdad
frente a opiniones discrepantes o en la falta de autoridad como causa de los problemas
de la juventud se pueden interpretar por el caricter autoritario de las personas que
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sustentan estas opiniones. En otras situaciones de investigacién, cuando los individuos
contestan a varias preguntas se puede pensar que no todos son diferentes entre si, sino
que en funcién de sus respuestas cabe c/asificar/os en diferentes grupos mis o menos
homogéneos. Por iiltimo, cuando se disponga de una teotia que lo justifique cabe su-
perar el caricter generalmente descriptivo de las dos operaciones previas, para tratar
de explicar en base a una serie de variables independientes y sus interrelaciones la va-
riabilidad que se observa en una variable dependiente (por qué no todo el mundo ga-
na lo mismo, o piensa igual, etc.); para ello habri que grustar algiin modelo a los da-
tos observados.

Dado que los datos que se producen en las ciencias sociales son diversos (nomi-
nales, ordinales o intervales), en las tres secciones incluimos técnicas que se ajustan al
variado nivel de informacioén del que se dispone. Por ejemplo, en la Seccion I (Reduc-
cién de los datos) incluimos el Anilisis Factorial, que requiere de informacién inter-
val; el Anilisis Factorial de Correspondencias, que parte de las tablas de contingencia;
y las Escalas Multidimensionales, que aunque producen tesultados métricos tan sélo
asumen un nivel ordinal de los datos.

Con el fin de situar y dar unidad a cada uno de los capitulos del libro, al comien-
zo de cada seccion hemos escrito unas piginas donde se pasa revista a cada técnica
ofreciendo un breve tesumen del contenido de los capitulos.

Digamos como sencilla y breve contextualizacién epistemoldgica del libro que no
abogamos por unas ciencias sociales que vayan a encontrar su estatus cientifico en el
uso indiscriminado de un repertorio de técnicas de investigacion desprovisto de todo
conocimiento sustantivo (tebrico) del tema que sea objeto de estudio, pero rechaza-
mos la concepcién de esas disciplinas como meras formulaciones teoréticas que jamis
descienden a ser contrastadas en la prictica de la investigacién.

Por dltimo sélo nos queda agradecer su colaboracién a cada uno de los autores que
han hecho posible este libro y al CIS el interés mostrado al publicarlo.

Autores:

Joan Manuel BATISTA FOGUET es doctor Ingeniero Industrial (Universidad Poli-
técnica de Barcelona), licenciado en Psicologia (Universidad Central de Barcelona) y
diploma en Social Science Data Analysis and Collection (Universidad de Essex). Es
profesor del departamento de Técnicas Cuantitativas de Gestion de la Escuela Técnica
Superior de Ingenieros Industriales de Barcelona.

Antony P. M. COXON es profesor de Métodos de Investigacién en Sociologia en
el University College de Cardiff (Universidad de Gales). Estudié Sociologia y Filosofia
en la Universidad de Leeds y ha dado clases en esta Universidad, el Massachusetts Ins-
titute of Technology y la Universidad de Edimbutgo. En la Escuel2 de Verano de la
Universidad de Essex ha impartido cursos de Escalas Multidimensionales durante va-
rios afios. En 1983 fue Distinguished Visiting Hooker Professor en la Universidad de
McMaster (Canadd). Tony Coxon estd interesado, fnter alia, en la Sociologia de las
Profesiones, los problemas de medida en Sociologia y la Sociologia de la Religi6n.

José Miguel GARCIA SANTESMASES es doctor en Ciencias Matemiticas (Univer-
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sidad Complutense de Madrid) y profesor del Departamento de Estadistica e Investi-
gacién Operativa de esta misma Universidad. Estd interesado en temas de Estadistica
Computacional.

Charles JONES es profesor de Sociologia en la Universidad de Toronto. Estudid
Ciencias Naturales y Antropologia Social en la Universidad de Cambridge y Psicologia
Social en la London School of Economics. Ha ensefiado en la Universidad de Edim-
burgo, el Massachusetts Institute of Technology y la Universidad de McMaster. Estd
interesado en temas de mobilidad social, el uso de la estadistica en Sociologia y la
Sociologia de la Educacién. Da clases de Escalas Multidimensionales en la Universidad
de Essex.

Emilio MARTINEZ RAMOS es doctor en Ciencias Econémicas (Universidad de
Madrid) y profesor de la Facultad de Ciencias de la Informacién. Es Director General
de Emopiiblica, Instituto de Investigacion de Mercados y de Opinioén Piblica.

Juan Javier SANCHEZ CARRION es doctor en Sociologia (Universidad Complu-
tense de Madrid), Técnico Publicitario y diploma en Social Science Data Analysis and
Collection (Universidad de Essex). Profesor del Departamento de Métodos y Técnicas
de Investigacién Social (Universidad Complutense de Madrid: Facultad de CC.PP. y
Sociologia). Esti interesado en las Técnicas de Investigacion Social y en el estudio del
contenido de los medios de comunicacién de masas.

William E. SARIS es profesor de Métodos y Técnicas de Investigacion en Ciencia
Politica en la Universidad de Amsterdam. Esti especializado en el campo de la Teoria
de la Decisién y en los Modelos de Ecuaciones Estructurales.

Albert SATORRA BRUCART es profesor del Departamento de Estadistica y
Econometria de la Universidad de Barcelona. Es doctor en matematicas por la Universi-
dad de Barcelona y ha realizado estudios e impartido ensefianzas en la Universidad de
Essex dentro de los programas de la Summer School of Social Science Data Analysis.
Sus trabajos de investigacién actual versan sobre problemas relativos al contraste esta-
distico en modelos de ecuaciones estructurales.

L. Henk STRONKHORST recibid su doctorado en Sociologia de las Areas en De-
sarrollo en la Universidad Libre de Amsterdam. Obtuvo su Ph. D. en la Universidad
de Arizona en Tucson con una tesis denominada «Conflicto colectivo en América Lati-
na, 1946-1975». Es coautor con W. E. Saris del libro Introduccion a los modelos
causales en la investigacion no-experimental: el enfoque LISREL. Actualmente traba-
ja en el Netherland Central Bureau of Statistics, donde analiza varios bancos de datos
y trata de mejorar la calidad de las estadisticas sociales.
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SECCION 1
LA REDUCCION DE LOS DATOS






1. Introduccién

En esta seccidon vamos a presentar el Anilisis Factorial, el Anilisis Factotial de
Correspondencias y las Escalas Multidimensionales. Las tres técnicas tienen en comiin
el hecho de que intentan representar los estimulos (coches, naciones, etc.) o las va-
riables (religion, actitudes politicas, etc.) objeto de estudio en un espacio r-
dimensional, donde r es menor que el nimero de estimulos o de variables. Esta repre-
sentacion tiene una doble lectura. Por un lado se pueden estudiar los estimulos o va-
riables que aparecen juntos, definiendo grupos homogéneos; por otro se pueden dejar
de lado los estimulos o variables prestando atencién a (intetpretando) las dimensiones
obtenidas en el anilisis. Veamos cada uno de estos aspectos considerando las técnicas
en cuestion.

Bajo el titulo de andlisis factorial se incluyen modelos diferentes como son el ani-
lisis de componentes principales, el anilisis factorial exploratorio y el anilisis factorial
confirmatorio. En los tres casos el punto de partida es la matriz de correlaciones o de
varianzas-covarianzas de las diferentes variables incluidas en el anilisis —por lo tanto
el nivel de medida que se requiere es de tipo interval. El objetivo de los tres tipos de
analisis es obtener e interpretar un conjunto reducido, r, de componentes o factores
latentes (no observados empiricamente) que expliquen la covariacién existente entre
las p variables originales, siendo r < p.

Si se observa que los nifios que tienen buenas notas en matemiticas —ejemplo
que utiliza Batista— suelen también tener buenas notas en ciencias naturales (las dos
variables covatian o estan correlacionadas), y que aquéllos con buenas notas en francés
también son alumnos brillantes en latin, se puede pensar que existe una capacidad 16-
gico formal y otra habilidad verbal que son las que explican que aquel nifio que posea
la primera saque buenas notas en las dos primeras materias y el que posea la segunda
lo haga en las dos altimas. Matemiticas, ciencias naturales, francés y latin serfan la p
variables observadas y las habilidades 16gico-formal y verbal los polos de uno de los
componentes o factores que explica las relaciones que se observan entre las notas.

Observando la representacién grifica de las 4 variables del ejempio anterior en un
espacio bidimensional, donde los ejes son los componentes o factores (apartado 2.5)
se puede ver que las 4 variables aparecen en dos grupos: por un lado, matemiticas y
ciencias naturales, y, por otro, francés y latin. Una posible lectura consistiria en estu-
diar los grupos formados en el anilisis. Alternativamente, o complementariamente, se
puede estudiar el significado de los ejes del espacio representacional. En este caso el
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autor de este sencillo ejemplo, Reuchlin, etiqueta uno de los ejes como «inteligencia
general> y el otro, tal como hemos indicado, «habilidad l6gico-formal frente a habili-
dad verbals.

Una vez que se han obtenido los dos componentes o factores podemos conside-
rarlos como dos nuevas variables que sustituyen a las 4 originales. En funcién de los
coeficientes que proporcionan la combinacién lineal de las variables originales en la
determinacién de las componentes o de los factotes (factor score coefficients) y de los
valores de las variables se puede determinar una nueva puntuacién factorial de los in-
dividuos en cada uno de los nuevos factores, sustituyendo asi las 4 variables originales
por los valores en estos dos nuevos componentes.

Matemaiticamente el anilisis de componentes y el anilisis factorial difieren en la
forma de obtener los ejes. En el primer caso se trata simplemente de hacer una trans-
formacidn lineal ortogonal de las variables originales, definida por los vectores propios
de la matriz de varianza-covarianza. Asi, las variables originales, (x, ... x,), se trans-
forman linealmente en un nuevo conjunto de vatiables compuestas y estandarizadas,
(91 --- 3,), no correlacionadas entre si y cuya varianza decrece a partir de la primera
componente. Se trata simplemente de seleccionar las primeras componentes que
expliquen una cantidad «suficiente» de la varianza de las variables originales.

Cuando se trata del anilisis factorial el modelo hace el supuesto de que cada va-
riable estd compuesta de una parte comiin con las otras variables y otra especifica, en
la que se incluye tanto su propia especificidad como el posible error de medida. La
parte comiin puede ser explicada por una serie de factores comunes, que son los que
hay que calcular. Puesto que cada variable sélo tiene una parte en comiin con el resto,
la diagonal de la matriz de varianza-covarianza que sirve de base para la extraccién de
los factores debe de reflejar este hecho. Ello se consigue sustituyendo los 1 (unos) de
la matriz utilizada en las componentes principales por un valor estimado de esa parte
comiin, normalmente el coeficiente de cotrelacién miiltiple de cada variable con las
restantes. En la prictica ésta es la diferencia.

Batista muestra el procedimiento analitico de cilculo de las componentes principa-
les y de los factotes, incluyendo las sentencias del paquete SPSS que permiten su cil-
culo en el ordenador y las correspondientes salidas con los resultados. Ademais del cil-
culo de los factores y de las componentes el autor trata el tema de la rotacién de los
ejes con el fin de facilitar la interpretacién de los resultados. Igualmente se sigue un
ejemplo comiin para ambos métodos con el fin de poder comparar los resultados.

El tercer método que se explica en el capitulo permite introducir una problemitica
nueva a la que hemos mostrado hasta ahora (cilculo e interpretacién de los ejes). Tan-
to en el anilisis de las componentes como en el anilisis factorial se parte de un desco-
nocimiento tedrico del objeto de estudio y se selecciona una muestra de variables tra-

“tando de descubrir los componentes o los factores necesarios para explicar sus interre-
laciones. Este uso del método se dice que es exploratorio. Ahora bien, cuando se co-
noce el proceso que genera la covariacién es posible formular hipétesis acerca de la
estructura causal que existe enire las variables observadas y los factores no observados
que las explican. Para ello hay que construir un modelo causal (véase seccidon III) en el
que se especifican las relaciones entre las variables, restringiendo los valores de algunos
parimetros. A condicién de que el modelo causal esté identificado es posible estimar
sus parimetros (los antiguos pesos de los factores en las variables). El método de esti-
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macién utilizado es el de méxima-verosimilitud. Una de las ventajas de este método
es que permite contrastar la idoneidad del modelo propuesto, cosa que no era posible
con los modelos precedentes de estimacién minimo cuadritica. El modelo factorial
confirmatorio es un caso particular del modelo de medida en los sistemas de ecuacio-
nes estructurales explicado por Saris en este mismo libro. Batista sigue la notacién uti-
lizada por Saris y Satorra en sus trabajos (véase seccién III), que no es otra que la no-
tacion de LISREL.

El segundo de los trabajos que incluimos en esta seccién corresponde al Anilisis
Factorial de Correspondencias, desarrollado por Garcia Santesmases. Desde un punto
de vista prictico, la principal diferencia de esta técnica con el anilisis factorial clisico
se basa en la paturaleza cualitativa de las variables que ahora se utilizan. Mientras que
un requisito del anilisis factorial era el uso de variables medidas a un nivel interval,
en el anilisis de cotrespondencias las variables son de tipo categdrico (nominales u of-
dinales).

Tomando el ejemplo de las correspondencias miltiples podemos mostrar el objeti-
vo de esta técnica. A partir de las tablas de contingencia entre las variables X, Y, Z,
por ejemplo (tabla de Burt), se trata de ver el tipo de dependencias que se establecen
entre ellas. Buscaremos cuiles son las categorias de X y de Z, por ejemplo, que mis
influyen en (o que se asocian con) una determinada categoria de Y, pudiendo deter-
minar asi el estereotipo de los individuos (objetos) que se clasifican en esa categoria de
Y. Asi, en el ejemplo que utiliza Santesmases sobre los emigrantes iberoamericanos
en Espafia, en base a las variables utilizadas en el estudio se muestra cémo los «cuba-
nos» quedan descritos en términos de «refugiadoss, siendo «estudiantes» o estando
«desempleados», habitando preferentemente en «Madrid» y estando muy pocos de «tu-
rismo». Igual se podria hacer con el estereotipo de otra nacionalidad y por compara-
cién entre sus respectivos estereotipos (lo que unos tienen y de lo que los otros care-
cen) ver las categorfas que les discriminan —este serfa un uso del analisis de cotrespon-
dencias parecido al anilisis discriminante.

Como resultado del anilisis de correspondencias también se obtienen representa-
ciones grificas que permiten visualizar los resultados a los que acabamos de hacer re-
ferencia, de forma que la alteracién producida por estas representaciones en los datos
de partida sea minima. Si se miden las distancias que hay entre las categorias en los
datos de partida utilizando la distancia de Benzecri?, el objetivo del anilisis es repre-
sentar las categorias de todas las variables en un espacio del menor niimero posible de
dimensiones respetando las distancias originales. Las deformaciones producidas para
cada categoria en la solucién factorial se pueden evaluar mediante la observacion de
las contribuciones relativas de las categorias a los factores. Al igual que en el anilisis
factorial clisico se puede estar interesado en la interpretacién de los ejes factoriales.
También en este caso hay que recurrir a las categorias que mejor definen cada uno de
los ejes, viendo las contribuciones absolutas de las categorias (el equivalente a las satu-
raciones del anilisis factorial).

En aquellos casos en los que se haga imposible la reduccion de la dimensionalidad
del problema, debido a que el nimero de factores necesarios para explicar un tanto

! Tal como explica Santesmases &sta ¢s una distancia basada en la Gi-cuadrado que sc elige por tener al-
gunas propiedades que la hacen conveniente.
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por ciento elevado de la inercia sea muy grande, se pueden utilizar los factores en sus-
titucién de las vatiables cualitativas, considerando asi nuestro problema descrito en
términos de variables cuantitativas.

En términos pricticos vemos que no hay diferencia entre las dos técnicas (anilisis
factorial y anilisis de correspondencias), si exceptuamos el punto que hace verdadera-
mente interesante al anilisis de correspondencias: su capacidad para trabajar con va-
riables cualitativas (nominales u ordinales), sin ningin tipo de transformacion. Donde
si hay diferencias es en la eleccién de la métrica utilizada. En las cotrespondencias las
categorias vienen representadas por sus perfiles en un espacio de tantas dimensiones
como categorias tiene la otra vatiable (en el supuesto de correspondencias simples). A
esos puntos, dotados con la métrica de Benzecri, se les somete a la misma
metodologia que en el anilisis de componentes principales: localizacion de subespa-
cios de mixima inercia. En las componentes principales o en el anilisis factorial los
puntos vienen representados por sus valores en un espacio de tantas dimensiones co-
mo variables existan, siendo la métrica utilizada la euclidea. El objeto del anilisis es la
localizacién de subespacios de mixima varianza mediante la diagonalizacién de la
matriz de correlaciones.

En el tercer capitulo de esta seccion Coxon y Jones introducen las escalas multidi-
mensionales no-métricas. En esta técnica se asume que el nivel de medida es ordinal,
aun cuando en la solucién del analisis (por solucién se entiende la distancia entte los
estimulos en un espacio 7-dimensional) se recupera la informaciéon métrica subyacente
a los mismos.

Dado un niimero de estimulos (coches,’ paises, etc.) que difieren respecto de una
serie de propiedades o dimensiones (velocidad, precio, etc. en el caso de los coches;
renta, sistema politico, etc. en el caso de las naciones), el modelo désico de las escalas
multidimensionales trata de ver cuil es el nimero minimo de esas dimensiones que
permiten explicar la variabilidad delos estimulos (segiin las respuestas de los entrevis-
tados los coches o los paises son diferentes) y cuiles sus coordenadas en esas mismas
dimensiones. En el espacio multidimensional los estimulos estin representados por
puntos, cotrespondiendo su posicién al grado o cantidad de <propiedad(es)» o «di-
mensién(es)» que posean; mientras que la distancia entre dos estimulos (entre dos
puntos en el espacio) esta en funcién de su grado de (di)similaridad: cuanto mis se-
mejantes sean, mis proximos estarin los dos estimulos en el espacio.

En el modelo bisico del anilisis multidimensional la variabilidad que se observa
en las respuestas de los entrevistados a la hora de evaluar los estimulos? se adscribe a
la propia variabilidad que en &stos mismos existe. S6lo se miden los estimulos, tratan-
do de lograr que sea en el menor niimero posible de dimensiones. Se desprecia la sin-
gularidad de las tespuestas de cada entrevistado y se calcula una media para el conjun-
to de las respuestas.

En los anilisis de las diferencias individuales y de las preferencias (ambos se expli-
can en el trabajo de Coxon y Jones) las diferencias que hay en las respuestas de los

2 Una pregunta que diera lugar a informacién susceptible de ser analizada mediante las escalas multidi-
mensionales podria ser del tipo siguiente: formar parejas con una lista de paises; ordenindolas por orden de
semejanza; o puntuar de 0 a 100 las parejas de paises, reservando el 0 para aquella pareja totalmente seme-
jante y el 100 para aquella otra que sca totalmente diferente. (Véase una explicacion e ilustracién del mode-
lo bisico en Sinchez Carrién, 1984).
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entrevistados también se tienen en cuenta, considerando que no sélo hay variabilidad
entre los estimulos sino también en su percepcién por parte de los sujetos, por lo que
ambos (estimulos y sujetos) son objeto de medicién. En el primer caso (diferencias in-
dividuales) para ver cdmo perciben los mismos estimulos diferentes individuos. En el
segundo (anilisis de las preferencias) se estudian cuiles son las preferencias, frente a
un grupo de estimulos, de cada uno de los entrevistados.

Respecto del anilisis factorial se pueden sefialar las siguientes diferencias. Por una
parte, ambas técnicas difieren en el tipo de datos que utilizan: interval en el anilisis
factorial y ordinal en el anilisis multidimensional no-métrico. Sin embargo, dado que
también hay anilisis factorial no-métrico y escalas métricas, es mis importante la dife-
rencia que se establece entre ambas técnicas en términos de los modelos subyacentes
respectivos. El anilisis factorial estd basado en un modelo de productos escalares
mientras que las escalas multidimensionales descansan en un modelo de distancias.
Puesto que el anilisis factorial trata los datos como productos escalares, una solucién
perfecta serd aquella en la que los productos escalares entre los puntos en el espacio
multidimensional se correspondan con los valores de los datos originales. O dicho de
otra manera, siguiendo la explicacion de Batista, cuando las correlaciones entre los
puntos reproducidas a partir de las ponderaciones factoriales sean iguales a las correla-
ciones originales. En las escalas multidimensionales no métricas la solucién correcta se-
ri aquella en la que las distancias entre los puntos se iguale con (sea una transforma-
cién mondtona de) los valores de los datos de partida (las [di]similaridades entte los es-
timulos) (véase Rabinowitz, 1975).
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2. Componentes principales y analisis factorial (exploratorio y
confirmatorio)

pot Joan Manuel Batista Foguet

Cuando el objeto de estudio es el hombre, la investigacidn cientifica en Psicologia,
Sociologia, Biologia, ctc., requiere instrumentos adecuados para tratar la enorme y di-
versa cantidad de informacién generalmente disponible. Los métodos estadisticos mul-
tivariables implementados en ordenador, permiten mediante cilculo matricial conju-
gar todos los aspectos del estudio —disefio, estimacion y contrastacion de relaciones, y
evaluacion del término de efror— en un Gnico anilisis. En la presentacién de la técni-
ca de Anilisis de Componentes Principales y del modelo de Anilisis Factorial, se ha
puesto el énfasis tanto en la necesidad de matrices como en la del ordenador.

En ptimer lugar, un estudio para definir una tipologia socioecondmica de munici-
pios en Catalufia introduce a las técnicas de Anilisis Multivariable, cuyo objetivo es
reducir, sin parcializar, la informacién proporcionada por el conjunto inicial de va-
riables. Los conceptos que aparecen en este apartado se establecen a través de nociones
de Estadistica bisica, para formalizarlos a continuacién.

Un ejemplo que se resuelve «manualmentes, permite utilizar la técnica de Anilisis
de las Componentes Principales para introducir conceptos propios del modelo de Ana-
lisis Factorial, e identificat posteriormente los tesultados en el listado que proporciona
un programa estadistico ad-hoc.

Desde una perspectiva algebraica se describe el concepto de estructura de una ma-
triz de correlaciones, derivada del anilisis ptevio que se efectiia sobre esta matriz: a
continuacion se obtienen las componentes a partir de las variables originales, y se apun-
tan algunas de las relaciones que se precisarin ulteriormente.

El tercer apartado presenta el modelo de Anilisis Factorial, explicitando sus dife-
rencias con la técnica de anilisis anterior, desde los puntos de vista: histérico, formal y
practico.

En primer lugar, se definen la ecuacién y los supuestos que conjuntamente deter-
minan el modelo, asi como la estructura que éste implica @ priori en la matriz de
correlaciones. Mis adelante, las mismas correlaciones entre un grupo de variables, cu-
ya subyacente estructura comin es conocida si bien su solapamiento es reducido, se
someten a dos anilisis paralelos: Factorial y de Componentes Principales, con la finali-
dad de observar las distintas repercusiones que deben aparecer en los resultados. Por
altimo, ya que en la valoracién de estos anilisis han prevalecido tradicionalmente cri-
terios propios de la técnica de Componentes Principales, se sugiere aquilatar, como
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adecuado complemento de aquellos criterios, los residuos que permanecen al reprodu-
cir la matriz de correlaciones segiin el modelo Factorial estimado.

Por fin, en el apartado cuarto, se introduce el Anilisis Factorial Confirmatorio a
partir de la referencia exploratoria que del modelo se ha dado en capitulos anteriores.

Se establece primero el papel que el modelado estadistico multivariable desempe-
fia en la investigacién cientifica, y se demarca su utilizacién exploratoria o confirmato-
ria. En segundo lugar, la introduccién de restricciones en el modelo de Anilisis Facto-
rial permite, por un lado, resolver con mayor precisién tedrica lo resoluble desde la
perspectiva exploratoria; por otro, especificar gran cantidad de modelos de medida a
partir del Factorial.

Por tltimo, se repasan someramente las etapas del modelado estadistico: especifi-
cacioén, identificacion, estimacion y verificacién, para asi asentar conceptos bisicos de
planteamientos mis generales de anilisis de ecuaciones de estructura lineal, LISREL.
Al igual que otros temas tratados sdlo sucintamente, se proporciona la bibliografia
adecuada para su consulta.

Este trabajo se ha escrito pensando en cursos para post-graduados, cuya formacién
no sea esencialmente matemitica. Por ello, resulta apropiado como complemento en
cursos de especializacion en facultades de Ciencias Sociales, de la conducta y biolégi-
cas, o en seminarios introductorios al anilisis estadistico multivariable.

2.1. Introduccion historica

En el siglo XIX, en Londres, en un intento para identificar criminales a partir de
sus caracteristicas fisicas, se propone tomar un conjunto de 12 medidas del cuerpo de
estos delincuentes. Galton critica este procedimiento alegando que varias de las medi-
das tomadas estarfan altamente intercorrelacionadas (extremidades, etc.), propot-
cionando por consiguiente informacién redundante. Posteriormente, McDonald, cola-
borador de K. Pearson, midid 7 caracteristicas del cuerpo en 3.000 criminales y publi-
cd los resultados en una matriz de correlaciones. Pearson estaba convencido que los
indices ideales, que resumirfan lo esencial de las medidas utilizadas para la identifica-
cién, se correspondetian con los ejes perpendiculares del elipsoide de inercia, obteni-
do cuando estas medidas se plasmasen en el espacio de las 7 variables observables
(v.0.).

En 1933, Hottelling, basindose en aquel articulo de Pearson, propone un algorit-
mo para hallar dichos ejes, lo cual supuso un gran avance en la diagonalizacién de
matrices simétricas, pues en esencia requeria obtener los vectores y valotes propios de
la matriz de correlaciones de las p variables originales.

2.2. El Anilisis de Componentes Principales. Una aplicacion

La concepcidn de esta técnica descansa en la utilizacién del Anilisis Multivariable
(AM), que tiene por finalidad reducir la dimensién de un conjunto de p variables ob-
servables. Resulta pues adecuada para describir, clasificar, predecir, etc. (Lebart, Mori-
neau, Tabard, 1977). Usualmente esta técnica de anilisis se aplica con el fin de obte-
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TaBLA 1. Relacién de indicadores compuestos utilizados en el anilisis multivariable.

COMPONENTES PRINCIPALES Y ANALISIS FACTORIAL (EXPLORATORIO Y CONFIRMATORIO
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*13.
*14.
*15.
*16.
*17.
18.
19.
*20.
*21.
*22.
23.
*24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
*33.
34,
35.
*36.
37.
38.
*39.
40.
*41.
42.
“43.
*44.
45.

e N e

PO79 Poblacién municipal 1979 (% del total)

DE79 Densidad demografica 1979 (Hab/Ha)

CV75 Crecimiento vegetativo 1975 (%)

CV76 Crecimiento vegetativo 1976 (%)

NA76 Nacimientos 1976 (%oo)

MO76 Muertes 1976 (%)

MA76 Matrimonios 1976 (°/oo)

CA70 Crecimiento anual acumulativo 1950/70

CA75 Crecimiento anual acumulativo 1971/75

CA81 Crecimiento anual acumulativo 1976/81

FAMI Familias en niicleo diferente principal (%)
SL72 Superficie cultivada 1972 (% con respecto a la censada)
SLLA Supetficie cultivada 1972 (% por habitante)
PAPR Poblacién activa sector 1 1975 (%)

PASE Poblacién activa sector II 1975 (%)

PATE Poblacién activa sector III 1975 (%)

NR75 Nivel renta 1975 (indice Banesto)

NR70 Nivel renta 1970 (indice Banesto)

NR65 Nivel renta 1965 (indice Banesto)

TH79 Teléfonos 1970 (por 1.000 habitantes)

DP76 Total gastos muncipal 1976 (pot habitante) (TELF)
EH79 Consumo energia eléctrica 1979 (por habitante) (ENEL)
TH81 Turismos 1981 (por 1.000 habitantes)

TETU Teléfonos + turismos (por 1.000 habitantes)
BH79 Bancos y Cajas 1979 (por habitante)

FH78 Farmacias 1978 (por habitante)

AH79 Ambulancias 1979 (pot habitante)

LH79 Camas hospitalarias 1979 (por 1.000 habitantes)
AP78 Alumnos preescolar 1978/79 (por 1.000 habitantes)
AE78 Alumnos EGB 1978/79 (pot 1.000 habitantes)
AB78 Alumnos BUP 1978/79 (por 1.000 habitantes)
AF78 Alumnos FP 1978/79 (por 1.000 habitantes)
EQES AP78 + AE78 + AB78 + AF78

NI73 Nuevas inversiones 1964/73 (% del total)

NI78 Nuevas inversiones 1974/78 (% del total)

Al73 Ampliacién inversiones 1964/73 (% del total)
Al78 Ampliacion inversiones 1974/78 (% del total)
EI80 Empleo industrial 1980 (% poblacién)

EMIN Empleo industrial 1980 (% del total)

VS§80 Viviendas secundarias 1981 (% del total)

VISE Viviendas secundarias 1981 (por habitante)

PFLI Poblacién flotante 1981 (% del total)

PFLO Poblacién flotante 1981 (por habitante)

ACCE Accesibilidad a la red de carteteras

ALCA Altura.
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ner un nimero mias reducido de variables compuestas que se denominan componen-
tes, y que por su mayor frelevancia conceptual pueden, en posteriores aplicaciones,
sustituir a las primitivas variables (Batista y Estivill, 1983; Moser y Wolf, 1961; Jollife,
1972, 1973; Daling y Tamura, 1970: 260-268).

Considerar la forma natural de la nube de puntos, implica que la transformacién
idonea de las v.o. es la ortogonal definida por los vectores propios de la matriz de co-
varianzas. Matemiticamente esto se traduce en transformar linealmente el vector de
v.0., x = (%, ..., X,), en un nuevo conjunto de variables compuestas estandarizadas,
¥ = (Yi» ---» ¥,), Que estin intercorrelacionadas entre si y cuya variancia decrece a par-
tir de la primera componente. La técnica de ACP esti orientada a explicar, en el sen-
tido de la regresion, la mayor proporcion de variancia de las v.o. mediante el menor
nimero posible de componentes.

Entre las usuales aplicaciones del ACP, mencionadas anteriormente, merece desta-
carse aquella que trata de establecer la dimensionalidad latente de un conjunto de v.o.
Discernir lo esencial posibilita prescindir de la informacién redundante que existiese
en las p variables originales, y considerar tinicamente la proporcionada por un conjun-
to menor de 7 (< p) variables no observables, conocidas como Componentes Princi-
pales.

El estudio a que se refieren Batista y Estivill (1983) trata de definir una clasificacién
tipologica de los municipios de Catalufia, de acuerdo con su comportamiento respecto
a una serie de variables socioecondmicas consideradas relevantes. En primer lugar se
utiliza el ACP (Lebart y Motineau, 1982; Nie, Hull ez &/., 1975) para decidir el reduci-
do ntimero (72) de componentes, que determina, bien una estructura causal subyacen-
te o bien un patrdn de covariacion estable entre las v.o., y permite explicar gran parte
de la variabilidad del conjunto original. Posteriormente, en base a la clasificacion de
los municipios, segiin su situacién en las 7 = 6 primeras componentes, se procede a
un Anilisis de las Agrupaciones (Cluster Analysis) que partird a la poblacién de mu-
nicipios en clases razonablemente tipificadas. Algunos antecedentes de la conjuncion
de ambas técnicas pueden encontrarse en Green, Frank y Robinson (1967), Everitt,
Gourlay y Kendell (1971); Lebart, Morineau y Fenelon (1979).

La matriz de datos X(Nxp) de la que finalmente se parte, incluye p = 22 v.o.
(tabla 1), y N = 296 municipios con un namero de habitantes supetior a 1.500 (95%
de la poblacién de Catalufia distribuida de forma representativa).

Ya que las variables se midieron en escalas de intervalo o de razén, la matriz
varianzas-covarianzas de las p v.o0. estandarizadas coincidird con la matriz de correla-
ciones de Pearson, R (tabla 2), que es el punto de partida del anilisis estadistico de
los datos. Por otro lado, resulta adecuada la matriz R, como base del anilisis posterior
pues, en general, los grificos bivariantes de v.0. no exhibian patrones de relacién clara-
mente no lineales.

Como se verd mis adelante, uno de los resultados del anilisis de la matriz R, es la
obtencién de los coeficientes de las ecuaciones de la tabla 4 que expresan la transfor-
macion lineal de las p = 22 v.o., en el conjunto de 22 componentes. De la tabla 3 se
seleccionan las 5 primeras mis relevantes.

Cuanto mayor sea el coeficiente (factor score) mis realce tiene la variable en la
componente particular de que se trate. A partir de estas ecuaciones puede evaluarse la

26



COMPONENTES PRINCIPALES Y ANALISIS FACTORIAL (EXPLORATORIO Y CONFIRMATORIO

.wwﬁ:uwa sa[qeureA 7z SE[ 2J1U9 uosIed J op mvﬂomun_vquU 9P ZInEN 7 vidv],

3d0v s303 13N] nLaL 4732 9ida SLUN
00°¢ 18°0- 40°0- 21°0- vt o- 6% °0- €E’ O~ OV
t8°0~ 00"t st°0 12°0 92°0 9t°0 90 $303
40°0~- st'o 00" ¢ 8s’'o S0 €9°0 6s°0 NI
2t1°0- te°o 8s°o 00°t¢ 6’0 99°'0 s9°0 nL4L
»T°0- 920 rS°0 »6°0 oo°t @3°o 0L°0 47
68°0- 9t°'0 €90 99°0 a9°0 oot %0 9da
€€’ 0~ 9€°'0 6S°0 $9°0 0s°0 9.°0 oo°s SLUN
Q0 »0° 0~ »9°0 er‘o Er‘o »9°0 I1§°0 31N
LS t0°0 rLo t9°0 6S°0 sL°0 L8°0 044
t2°'0~ 9t°0 80°0~ v0°0-~ 20°0 $0°0 ot°o ELIv
42 0- €2°'0 8o°0- 20°0 60°0 ot°o %t°0 NIW3
2v°'0 €E°O~ €2°0- o€ ‘0~ S€ ‘0~ 62°0- 990~ s
€00 [ 4 ] 1€°'0 sr°o L9 0 9€°0 ts°0 Jivd
19°0~ [ A 90°0~ 10°0~ »0°0 10°0 r°0 Jsvd
3$°0 9€ ‘0~ €t °0- »2°0- 8z 0~ 02°0- €v°0- Ydvd
SE‘0- ez‘o 82°‘o0 20 62°'0 te°o 2r‘o 10vd
99 °0~ L2°0 otr°0 LA 220 2z2°'o0 6E°O0 $4v0
SPo- 61°0 10°0~ $0°0 [ A ] €T°0 oz‘o 0Lvd
1$°0 [ 4 B 0t 0~ 40°0- ET'0~ Ef 0~ OE "0~ 9LvH
Sy 0~ 22°0 60°0 ¢t°0 €2°0 22°0 2€°0 £20
82°0- s%°0 ot 0~ €0°'0-~- »0°0 €00 60°0 643a
22°'0- t2‘0 80°0- 10°0~- 90°0 40°0 2t°0 6204
320v s$303 T3N3 nL4L 4734 94dd SLUN
asin 0744 €L1v NIW3 Vs lvd 3svd ddvd tevd Gvd oLvd 9LvH SLNn) 623a 6.04d
00°0 »0°0~- 1270~ 42°0- 2v°0 $0°0 $9°0- 58°0 SE 0~ 9v°0- SP°0- ts°0 sSr-o- 8zZ°'0- 22°0- ol
t0°0 9%°0 s$2°0 EE"0- 14 2] LA ] 9€ ‘0~ ez:o i2°0 6t°0 rT°0- 220 st°0 t2‘0 $3013
[ Z 5] 800~ 80°0-~ €2°0- TE"Q »0°0- EY 0D~ az‘'o or'o t0°0- ot ‘9= s0°0 ot o- eArn- 3INI
19°0 »0°0~ 20°0 [+ S»°0 100~ v2° 0~ L2°0 vt‘o $0°0 20°0~ Lto €0°0~ 10°0- nLdL
gEv'o 65°0 20°0 6€0°0 S€ 0~ P -] »0°'0 82°'0~- 62°0 22°0 [ A ] €t '0- €20 vo°'o 90°0 473
»9°0 §4°0 £0°0 ot‘o 62°'0- 9€°0 t0°0 oz2'o-~ 12°0 22°o €tr'0 €T 0~ 22°0 €0°0 0°0 9240
1s$°0 48°0 ot°o 9t 0 990~ 1S$°0 21°0 E¥° 0~ 2v°o 6E°0 02°'o0 0E°0- 2E°0 60°0 2t°o0 SLUN
oco°t 09°0 €8°0- 9% °0- 90°0- 61°0 9t 0~ S0°0 ozZ'0 20°0 90°0- 20°0 00°0 T 0= €t 0~ asSin
00°0 00°t ot 0- €80~ €t 0- 920 St°'0-~ 00°0 02°0 €t 0 20°0~ 20°0~ 600 60°0- ot o~ 044
€3°0~ 0%°0~ 00"t 68°0 6t°0~ 9t1°0 6t°0 920~ »0°0 c2°'0 92°'0 at°o- e2°'0 t€E‘0 €S O €Ll
9% °0~ €0~ (1-M] 00°Y 92°0- 92°'0 %20 6€ ‘0~ »0°0 0E°0 vE'0Q t2°'o- ¢€E°0 »3°0 €E6°0 NIWl
90°0- €t °0- 6%°0- 92°0- oo°t CE O~ 09°0~- £2°0 tT&°0~ EP° 0~ ov ‘0~ 3€°‘0 8€ "0~ €2°0- 22°0- IS
6t1°0 %2°0 st'0 sz'o SE ‘0~ 00"t 9t 0~ 8E ‘0~ AN ] €2°o 80°0 00°0 8t°o AN 62°0 JLvd
9% ‘0~ st °0- 631°0 920 09°0- 9t 0~ 00"y s8°0- v2°0 GE'O v ‘0 ar o~ ¢E'Q ¥2°0 (AN ISvd
$0°0 00°0 %2°0- 8€ "0- sL°0 8€ ‘0~ $8°'0~ (1= I 4 1€ 0~ 08°0- 6% °0- 9r‘o YO~ tE" O~ 2€°0- Ndvd
02'0 o2°'0 00 v0°0 €0~ 410 v2'o tE‘O~ 00°¢ av ‘o T€E°0 o0~ 62°0 90°0 €0°0 tavd
90°'0 (A ] 62°0 OE‘0 E¥°0- €2°0 6E°0 05 °0~ Gr°0 00°% 1S°0 ar‘o- as°o 2€°0 820 S22
80°0~ 20°0~ s2°0 »E°O ov'0- €800 ar‘o 6&¥°0~ tE°O 15°0 oot 0$°0~- €9°0 er’o [49d] oLvd
20°0 20°0- 8t 0~ t2'0~ 9€°0 00°0 ar o~ L] ov 0~ ar‘o- 05°0- 00"t o~ S2°0- et o~ v
00°0 60°0 62°0 LE€°O0 B8€E ‘0~ at o Lce’o L4 L 62°0 g0 €9°'0 9v°0- o't 2v'0 ¢E’O 4N
2t°0- €0 ‘0~ 1€°0 »9°0 €2°0~ L1°0 ve'o tE°0- 90°0 2E°0 ivco s2°0- aro Qo°'t s2°0 6€23a
€0~ ot'o- ES‘O €6°0 22°'0- 62°0 A ] 2€° 0~ €00 e2'o ¥E'O 8t°0- LEQ $L°0 00°t 6404
IsIiNn 0%4d €Llv NIW3 vIis divd 1Svd dvd t8vd G4Yd oLV) L ZA L] s$end 623a 6.0d

27



TABLA 3. Vectores propios normalizados asociados a los cinco mayores valores propios de
la matriz de correlaciones de la tabla A.2 (Resultados del subprograma FACTOR- PA1 del
SPSS).

COMPONENTES PRINCIPALES DE LOS MUNICIPIOS DE CATALUNA
File NO NAME (Creation date = 3-Aug-83)

Factor score coefficients

Facror 1 Factor 2 Factor 3 Factor 4 Factor 5
P079 0,06513 —0,10914 0,30166 0,11665 —-0,07393
DE79 0,06250 —0,10894 0,19237 0,18408 —0,00440
CV75 0,09422 —0,06839 —0,02391 0,16535 0,23606
MA76 —0,07974 0,06592 0,17620 —0,14398 —0,16634
CA70 0,08539
CA75 0,09706 ecoeoeo000 0
CAS81 0,07663 eoeoeo00e
PAPR -0,10919 eo000000 0
PASE 0,07450 eoco0eceooo0 o0
PATE 0,07367 eeo00o00o0 o
SLLA —0,10285 ® © 0060 0 00
EMIN 0,06999 o0 000000
Al73 0,04990
PFLO 0,06342
VISE 0,04725
NR75 0,11407
DP76 0,09170
TELF 0,09542
TFTU 0,08575 0,13331 0,04252 —0,08949 —0,09500
ENEL 0,06955 0,14335 —0,00642 0,07879 —0,04644
EQES 0,06520 -0,01213 0,07250 —0,41693 0,31641
ACCE —0,08506 0,06961 0,17518 —0,14558 0,14345
TABLA 4

= .06513 x, + .06250 x, + ... — .08506 x;,

y, = — .10514 x, = .10894 x, — ... + .06961 x,,

¥ = 30166 x, + .19327 x, — ... + .17518 x,,

Ys = 11665 x, + .18406 x, + — .14558 x,,

ys = — .07393 x, — .00440 x, + ... + .14345 x,,
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puntuacién de cada municipio en una componente especifica, sustituyendo los valores
que éste toma en cada una de las 22 v.o.
La importancia de cada componente, y,, es funcién de la magnitud de la varianza,
A\, que &sta logra explicar —en el sentido de la regresion— de la varianza total, p.
De la tabla 5, se recogen a continuacién las cantidades absolutas y relativas de va-
rianza explicada por las cinco componentes principales.

Componente (y;) Varianza explicada (\;) Ratio % (%)
N 6.7840 30.84
¥, 4.5805 20.82
¥ 2.1661 9.85
¥4 1.3911 6.32
s 1.0588 4.81
72.64

En la misma tabla puede comprobarse que la varianza extraida por todas las com-
ponentes, coincide con la varianza total,

A+ M+ M+ o+ XNy =6.7840 + ... + 0.0005 = 22

Obtenidas las componentes, es ttil disponer de una ordenacién de los municipios
y de las v.o. segiin estas nuevas dimensiones. En efecto, las coordenadas o proyec-
ciones de los individuos (unidades del anilisis) sobre las, 7 = 6, primeras componen-
tes, que son los nuevos ejes ortogonales (tabla 6) permiten; 1.°) Facilitar la interpreta-
cién de las componentes (tabla 7), y 2.°) Sustituir por un niimero reducido de compo-
nentes incorrelacionadas, el conjunto inicial de v.o. no independientes, ya sea como re-
gresores en el modelo lineal (Jollife, 1972, 1973; Daling y Tamura, 1970: 260-268), ya
para facilitar el proceso de agrupamiento de los individuos (Green, Frank y Robinson,
1967; Everitt, Gourlay y Kendell, 1971, Batista y Estivill, 1983).

Adicionalmente la proyeccion (4,) de una v.o. (x,) sobre una componente particu-
lar (y,) evalda el grado de relacién lineal entre las mismas, pues, como se verd en el
apartado 2.3.3 coincide con su coeficiente de correlacién. La matriz A(pxm), definida
por el conjunto de estas correlaciones se denomina matriz de saturaciones o pondera-
ciones factoriales (tabla 8) y permite representar las v.o. en el subespacio que las com-
ponentes determinan (tabla 9) o expresarlas en funcién de las componentes principa-
les, seglin ecuaciones estocasticas del tipo:

x, = —.44y, + 50y, + ... .08y, + ¢,
x, = —.43y, + .50y, + ... .01y, + ¢,
X, = +.58y, — 32y, + ... —.16y, + e,
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TABLA 7. (a) Grifico de los municipios en el espacio de las dos primeras componentes.
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Obviamente, la introduccién del término de etfor en estas ecuaciones esti justifi-
cado por cuanto se han omitido 17 de las 22 componentes finales.

La trascendencia de esta matriz de saturaciones A, se debe a que posibilita deducir
el alcance que en el anilisis tienen cada v.o. y cada componente. Como se veri en el
apartado 2.3.5, de las columnas de A puede deducirse la contribucién de cada com-
ponente a la varianza total, y de las filas, puede obtenerse el porcentaje de la varianza
de cada v.o. que explican las 5 primeras componentes —este % coincide con el con-
cepto de comunalidad (tabla 10), propio del Anilisis Factorial del apartado 2.3.2.
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TABLA 9. Situaci6n de las variables segiin sus coordenadas (tabla 8) en el espacio determinado
por las dos primeras componentes (Resultados del subprograma FACTOR-PA1 del SPSS).

15 14
20
19
17
8 2 4 18
16
10
1 .
1= P079 2 = DE79 A
3 = CU75 4= MA76
5= CA70 6 = CA75
7 = CA81 8 = PAPR 6
9 = PASE 10 = PATE
11 = SLLA 12 = EMIN 3
13 = AI73 14 = PFLO
15 = VISE 16 = NR75 13 5
17 = DP76 18 = TELF 2 9
19 = TFTU 20 = ENEL 112
21 = EQES 22 = ACCE

TABLA 10. Porcentaje de la varianza de cada variable explicado por las cinco primeras com-

ponentes. Variables mejor representadas en este sistema mas parco: P079, PAPR y PASE; la

peor representada es la Al73, que segin la tabla 8 (c) es relevante en la sexta componente
(Resultados del subprograma FACTOR-PAT1 del SPSS).

Variable (Communality)
Po79 0,90637
DE79 0,66895
CV7s 0,62516
MA76 0,60138
CA70 0,62417
CA75 0,65389
CAS81 0,62606
PAPR 0,91772
PASE 0,91904
PATE 0,75183
SLLA 0,73415
EMIN 0,87083
Al73 0,45203
PFLO 0,84931
VISE 0,73621
NR75 0,78341
DP76 0,79240
TELF 0,74538
TETU 0,74659
ENEL 0,66954
EQES 0,67056
ACCE 0,64358
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TABLA 11
5
A » ¥ s |2 s B =Y 4
k=1
x, (=447 | ( .50 | (.65 | ( .16)2|( .08 .9064
x, (=432 |( .50 | (422 | ( .26 |( .01 .6689
X5, ( 582 |(—.3202 | (.38 | (—.20 [(—.16) L6436
22 5 22
M= & 6784 | 4580 2,166 | 1,391 | 1,059 | A = ¥ A = 15,9875
i=1 k=1 ]

En la tabla 5 puede comprobarse que el porcentaje de varianza explicado por las
= 5 componentes principales es efectivamente

DA _ 159805 _
p 22

La seleccién de variables, que inicialmente se hizo con la finalidad de cubrir el do-
minio objeto de estudio, redunda en aumentar la heterogencidad de las mismas
(DP76 y PASE; ACCE y VISE). Esto ocasiona la obtencién de componentes con un
poder explicativo reducido —las tres primeras sdlo representan el 61,5% de la variabi-
lidad total (tabla 5)— y por lo tanto debe procedetse con cautela al validar los nuevos
ejes. A continuacion se detalla la «etiquetacion» de aquellas componentes cuya in-
terpretacién tedrica es clara.

La componente I es un indicador de «tamafio» que podria lamarse calidad de vida
urbana. Las cotrelaciones mis elevadas de la componente (tabla 8), se dan con la
NR75 (- 0,77), PAPR (0,74), SLLA (0,70), CA75 (~ 0,66) y TELF (- 0,65). Esta
primera componente discrimina claramente entre los municipios con unos indicadores
de renta agregada mis elevados (nivel de renta, nimero de teléfonos por habitante,
gastos municipales, etc.) y con una dinimica demogrifica expansiva entre los afios 70-
75, y los municipios mis rurales y deprimidos, agrarios y con mala accesibilidad. La je-
rarquia definida por las coordenadas municipales correspondientes a la primera compo-
nente se puede asimilar a una ordenacién de acuerdo con un factor de tamafio cualitati-
vo determinado por el nivel de vida urbana. Los valores mis significativos segiin la pri-
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mera coordenada factorial, corresponden a un conjunto de municipios formado, por
una parte, por los que tienen un fuerte componente urbano (irea metropolitana de
Barcelona, Tarragona, Gerona, Matard...) y por otra, todos aquellos ntcleos mis turfs-
ticos caracterizados por un alto nivel de vida y de consumo (Llotet, Castell d’Aro, Tos-
sa, Salou...). En el exttemo opuesto encontramos los niicleos mis rurales y deprimidos
de todo el conjunto analizado (Batea, la Fatarella, Serés, Isona, etc.).

Hay que tener en cuenta a la hora de analizar los resultados obtenidos, que la va-
riable de mis alta cotrelacién con la primera componente la NR75, se refiere al nivel
de renta por cipita municipal estimado para el afio 1975, afio en que la crisis in-
dustrial acababa de empezar.

La componente II es un indicador que muestra el grado de especializacion econo-
mica de cada municipio. Esta componente presenta una alta correlacién (tabla 8) con
las variables PFLO (—0,75), VISE (—0,71), ENEL (—0,66) y TFTU (—0,61). La or-
denacién proporcionada por la proyeccion de los municipios sobte el eje 2, sitiia en
primer lugar todos los municipios con una fuerte especializacion turistica (Castell
d’Aro, Tossa, Lloret, Cadaqués...). Al tratarse de un factor ortogonal con respecto al
primero, discrimina entre los municipios altamente significativos segiin aquella prime-
tra componente principal. Esto se ve claramente en la representacion de la nube de
puntos en el plano de los ejes 1y 2 (tabla 7). Obsérvese la forma conica abierta hacia
los municipios de alta calidad de vida urbana, lo cual permite distinguir entre los
nicleos eminentemente turisticos (Salou, Lloret, Sitges, Tossa, Sant Pol, Llangd...) y
las dreas urbanas de especializacién equilibrada (Sabadell, Matard, Tarragona, Girona,
Reus, Lleida...). Al extremo opuesto del grifico, se sitiia el conjunto de todos
aquellos municipios con una baja calidad de vida utbana, rurales y deprimidos que,
logicamente, no incluye ningiin nicleo turistico ni ninguna 4rea urbana importante.
De aqui que todos se sitiien en la zona de minima significacién con respecto al eje 2.

La componente III se caracteriza (tabla 8) por las variables PO79 (0,65), EMIN
(0,59) y PASE (—0,50). Se trata de una componente que destaca el tamasio urbano.
Discrimina claramente entre los niicleos principales de la red urbana, de acuerdo con
la poblacién y un cierto desarrollo de las funciones terciarias (Sabadell, Badalona,
Tarragona, Gerona, Reus...), en contraposicién a los pequefios municipios industriali-
zados y de ripido crecimiento demogrifico (Sant Andreu de la Barca, Barberi, Mont-
meld, Canovelles...).

La aplicacién del ACP a un conjunto inicial de variables, con la finalidad de sinte-
tizar la informacidén recogida por éstas, nos ha permitido adelantar conceptos esen-
ciales del Anilisis Estadistico Multivariable. A continuacién formalizamos estas ideas
sirviéndonos de las propiedades del dlgebra matricial, para referirnos a ella al introdu-
cir el modelo de Analisis Factorial.

2.2.1. Algoritmo de Calculo

El psicologo francés M. Reuchlin (1964), comenta un sencillo ejemplo en el con-
texto del Anilisis Factorial (AF), cuyos datos se utilizarin aqui para desarrollar el
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ACP. La tabla 12 describe las puntuaciones de ocho alumnos en las asignaturas de
Matemiticas (x,), Ciencias Naturales (x,), Francés (x,) y Latin (x,).

TABLA 12. Notas obtenidas por ocho alumnos en cuatro asignaturas.

Xy ) X3 X4
13 12,5 8.5 9.5
14.5 14.5 15.5 15

5.5 7 14 11.5
14 14 12 12,5
11 10 5.5 7

8 8 8 8

6 7 11 9.5

6 6 5 5.5

Debe seleccionarse en primer lugar la medida de dependencia entre las variables: co-
variancias o correlaciones, pues las unidades afectan al concepto de distancia y por
tanto a la variancia; asi, no se obtienen soluciones equivalentes segin se utilice una u
otra con el simple reescalamiento de las componentes (Motrison, 1976). En nuestto
caso se ha decidido efectuar el anilisis en base a correlaciones, por tanto se supondri a
partir de ahora que las v.o. han sido previamente estandarizadas (E(x) = 0 ;
Ux) = 1).
La matriz de correlaciones, R, entre estas variables es:

% x, X, X

x, 1

x | 09820455 1 .
x, | 0250345 04175258 1 (1]
x | 05429605  0.6823637  0.9483579 1

Se trata de obtener las combinaciones lineales V{pxp) de las v.o.

Y=XV [2)
donde Y(Nxp) y X(Nxp)

tales que cumplan aquellas condiciones mencionadas en el apartado 2.2. Asi, sobre la
primera componente

¥ = Xy, (3]
debe proyectarse la mayor cantidad de varianza posible; es decir
V) = EGiy) = B/ X'Xv)) = v/Ry, = \, (4]
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debe ser maximo, con
v/, = 1 [51

La segunda componente, que debe maximizar la varianza explicada residual (des-
pués de la extraccion de y,), se obtendsia calculando el », tal que

¥, = Xv, (6]
¥, estd incorrelacionada con y,
ny,) = \,, €s maximo (7]
0, = 1

anilogamente se obtendrian las restantes componentes. El sistema de ecuaciones [2]
junto con las restricciones [7], asociadas a cada ecuacién, se resuelven por el método
de los multiplicadores de Lagrange que conduce a la diagonalizacion de la matriz, R,
de correlaciones entre la v.o. (Mulaik, 1972).

Es inmediato demostrar (Maxwell, 1977) que, \,, varianza de la primera compo-
nente, coincide con el mayor valor propio de R, siendo los coeficientes de la combina-
cién lineal, los elementos del vector propio, #., normalizado y asociado a dicho valor
propio. En general, se obtiene

RV = (8]
conD = diag AL N, .o, M/ <N [9]
yV'v=1 [10]

En nuestro caso los vectores y valores propios de R se han obtenido con un progra-
ma en BASIC (Hewlett Packar 9390 A)

B v, L7 L4} V4 ]
479846 —.552457 — 604236 —.317084
V- .531096 — 402197 .739926 .093190
= 442562 .631486 104691 —.628016
| .540207 .367910 —.276494 .704535 | [11]
[~ 2.930085 7]
D - \) 1.067980
) .001400 [12]
\,) .000534
[ )

2.2.2. Interpretacion de los valores propios

Al examinar la matriz de correlaciones R, se observa, que la diagonal principal
contiene las varianzas de las p, v.o., y los valores exteriores representan la parte com-
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partida o explicada en comiin por pares de variables; estas correlaciones pueden en-
tenderse por tanto, como una parte no fundamental o redundante.

No obstante, si se toma como base la matriz de vectores propios, V, que discrimi-
na al miximo las v.o., la matriz R «se verd» en forma diagonal; en efecto, de [8] se
tiene:

V'RV = D [13]

que generaliza [4]. Esta mattiz, D no es mis que una transformacién ortogonal de R,
por lo que contendri, aunque resumida, toda la informacién relevante que aquella
incluia, es decir, lo esencial, «su naturaleza o espectro», que se resume en el concepto
de traza, Tr, valor que se conserva en toda transformacién similar.

TR) = £r.=p=F N\ = (D) [14]
i=1 k=1

La ecuacién [14] aclara que toda la varianza del conjunto de v.o. ha sido «extrai-
da» por las componentes (en la transformacion); tiene sentido, pues, interpretar el va-
lor propio, A, como la parte de la varianza que el £-&simo eje principal «explicas, y el

. A
ratio —*%

como indice de la importancia de esta componente en una descripcién mis

parca del conjunto de v.o. Sin embargo, es la nueva versién de [8];
R = VDV’ [15]

que estructura R en términos de vectores y valores propios, la que permite interpretar
geométricamente estos conceptos de forma que resulten mas manejables. Asi, se de-
sarrolla [15] segtin las direcciones principales de V,

R=Now| + Mo, + ... + Noo, [16]

cada término del segundo miembro determina las proyecciones sobre cada componen-
te (R, = v\), es decir, expresa que la varianza del conjunto de v.o. proyectada
sobre el vector 7, es precisamente \,.

Ya que en nuestro ejemplo, N, y \,, son despreciables, puede prescindirse de las
componentes asociadas a estos valotes propios y reducir, en consecuencia, la dimen-
sion de p = 4 a m = 2. En efecto, al reproducir segiin [16] la matriz de correlaciones

R = Nop! + o] [17]
230 304

) 255 .282 222 162

K =N 212 235 169 * M| 348 254 .399

.259 .286 .239 .292 .203 .148 .232 .135
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.674 .324

.747 .826 .237 .173

.621 .688 .574 371 .271 426
.759 .840 .700 .855 .216 .158 .248 .144

[18]

La matriz de residuos, R — R, determina la posible distorsion en la que se hu-
biera podido incurrir al describir las v.o., x;, x,, X, y X;, mediante dos Gnicas compo-
nentes y, € ¥,.

.002
" .001 .001
R—-K=

.000 .000 .000 [19]
.000 .000 .000 .001 :

2.2.3. Relacion entre variables originales y componentes

La matriz R simétrica y semidefinida positiva, puede ser analizada siempre en fun-
ci6n de una matriz A, llamada matriz factorial, y que se obtiene de [15] segin:

R = VD'?D?Y" = AA’ [20]
con
A = VD2 [21]

Este hecho, como se veri en el proximo apartado, fue utilizado por Thurstone
(1931) para descomponer la matriz de correlaciones en el producto de una matriz A
de menor rango, por su transpuesta A’. Dado que las componentes son ortogonales,
ya se menciond en el apartado que esta matriz A esti constituida por las correlaciones
entre x ¢ ¥, que reciben el nombre de «saturaciones» o «ponderacioness, y relacionan
ambos conjuntos de variables segiin la ecuacién:

x=A J [22]
0, 1o, m)m,1)
en nuestro caso, A es;
A = VDI/Z =
47984 —.55146 —.60423 —.31708 1.71175
_ 53110 —.40220  ............ 1.03343
| 44256 63144 ............ )l el (23]
54021 36791 ............ AL ol
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que sdlo contiene dos columnas al considerar tinicamente las componentes asociadas a
los dos ptimeros vectores propios;

.8213 .5699
9041 .4156

24
7575 .6526 [(24]
.9247 .3802

Esta, a su vez, constituye también una base de vectores propios ortogonales de R, ya
que se ha obtenido al multiplicar por los escalares, D~/ la matriz, V, de sus vectores
propios normalizados. La condicién de ortogonalidad equivalente para esta matriz de
saturaciones es

A'A = (VDI/z)'(VDI/Z) = D2y’ ypDl2 = DiRIDl2 — D [25]

matriz diagonal de valores propios.

Por iltimo, [22] se verificard sblo si se considera igual nimero de componentes
que de v.0.; en cualquier otro caso se cumple tanto mejor cuanto mis despreciables
sean los residuos de [19]. Estas condiciones forzaron la introduccion del término de
error en las ecuaciones de la tabla 4, sistema’que ahora puede expresarse de forma ge-
neral y sencilla, afiadiendo en [22] el vector de errores e:

x=Ay + ¢ [26]

2.2.4. Obtencion de las componentes

Hasta el momento se ha puesto el énfasis en no perder informacién al reducir la
dimensioén a sélo dos componentes, sin embargo, no se ha explicitado cémo obte-
netlas.

Si [22], se premultiplica por A’,

A'x = A’Ay [27]
queda que
y = (A'"A)'A'x [28]
ecuacién que Horts (1965) presenta como de regresién en la obtencién de las compo-
nentes, y que en el caso del ACP queda muy simplificada. En efecto, [25] permite
escribir {28] como,

y = D-'A’x = D-(VD"?)’x = D-"?V'x [29]

que por un lado, ilustra la ecuacién [2], y por otro, incorpora explicitamente la condi-
cion [10] sobre la normalizacién de los vectores propios de V.
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Los coeficientes que finalmente proporcionarin la combinacién lineal de las v.o.
para obtener las componentes son:

1 47985  .53110 44256  .54021

1.71175 —.55146 — .40220 .63149 .36791

D-12y’ = 1 —.60423 73993  .10469 —.27649
W —.31708 .09319 —62802 .70453

.28032  .31027 .25854 .31559
— | —-53362 —.38919 .61106 .35601 (30]

La ecuacidn [29], que sintetiza la tabla 3, es ahora:

» Dy 2 .28032x, + .31027x, + .25854x, + .31559x,
= = 31
Y2 * .53362x, — .38919x, + .61106x, + .35601x, (1]
X4

Por altimo, al comparar este apartado con el anterior observamos cierta analogia
en el proceso. Mientras alli, el producto de matrices factoriales, AA’, reproduce las
cotrelaciones entte v.o., y la multiplicacion matricial, A’A, en cambio concierne a las
correlaciones entre componentes, aqui, la ecuacion [29] indica c6mo obtener las com-
ponentes mediante D~!2)’, mientras su homonima, la [22] reproduce las v.o0. segin
VDI/2‘

Se detallan a continuacién los resultados obtenidos al utilizar el programa de ACP
del package SPSS (Nie, Hull, Jenkins, Steinbrenner y Bent, 1975), Factor Analysis
(PA1), con los datos de la matriz de correlaciones [1]. El sencillo conjunto de instruc-
ciones requerido es;

TaBLA 13. Programa de ACP para los datos de [1].

1 FILE NAME ACPEICL

2 VARIABLE LIST MA, CN, IR, LA

3 INPUT MEDIUM DISK

4 N OF CASES 8

5 VAR LABELS MA, MATEMATIQUES/

6 CN, CIENCIES NATURALS/
7 FR, FRANCES/

8 LA, LLATI

9 FACTOR VARIABLES = MA, CN, FR, LA/
10 TYPE = PAl/
11 N FACTORS = 2/
12 ROTATE = NOROTATE
13 OPTIONS 3.9
14 STATISTICS ALL
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y los resultados obtenidos fueron:

TABLA 14. Valores propios y porcentajes de varianza explicada por las componentes, calculadas
a partir de la matriz [1] de correlaciones R.

VARIABLE EST COMMUNALITY FACTOR EIGENVALUE  PCT OF VAR CUM PCT
MA 1.00000 1 2.93008 73.3 73.3
CN 1.00000 2 1.06798 26.7 100.0
FR 1.00000 3 0.00140 0.0 100.0
LA 1.00000 4 0.00053 0.0 100.0

que exceptuando la columna de «comunalidades», objeto del préximo apartado, refle-
jan, en la columna EIGENVALUE los resultados de [12] y bajo el titulo PCT OF

1)

\
VAR, el ratio j: al que se referia el apartado 2.2.2, como porcentaje de varianza

explicado por la £-ésima componente.

La matriz factorial A, obtenida ya en [24] es;

TABLA 15. Matriz factorial de las proyecciones sobre las dos primeras componentes de las v.o.,

Xy, Xy, X3, Xy

FACTOR MATRIX USING PRINCIPAL FACTOR, NO ITERATIONS

FACTOR 1 FACTOR 2
MA 0.82138 —0.56989
CN 0.90910 —0.41564
FR 0.75756 0.65260
LA 0.92470 0.38021

VARIABLE COMMUNALITY
MA 0.99944
CN 0.99923
FR 0.99977
LA 0.99963

y los coeficientes de las variables estandarizadas que en [31] proporcionaban las dos

primeras componentes, se especifican en la tabla 16.
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TABLA 16. Coeficientes que proporcionan la combinacién lineal de las v.o. en la determinacion
de las componentes.

FACTOR SCORE COEFFICIENTS

FACTOR 1 FACTOR 2
MA 0.28032 —0.53362
CN 0.31027 —0.38919
FR 0.25854 0.61106
LA 0.31559 0.35601

El resultado de la extraccién factorial consiste en resumir la matriz de correlaciones
R, por una matriz de saturaciones A que la reproduce razonablemente (AA’). Esta
matriz factorial A, puede representarse grificamente segiin se dijo en 2.2.3, identifi-
cando sus elementos como las proyecciones de las v.o. sobre una serie de componentes
ortogonales, pues el criterio de Hottelling, utilizado aqui —del Factor Principal'—
estima secuencialmente las componentes, después de eliminar la «influencia» de las
obtenidas previamente, de esta forma se consiguen las componentes que explican la
mayor varianza posible. No resulta dificil entender, por tanto, que la primera compo-
nente sea habitualmente de tipo general es decir, con saturaciones positivas en todas
las variables, siendo las restantes de tipo bipolar. Este hecho es el que refleja la figura
de la pigina siguiente.

2.2.5. Imterpretacion de los resultados. Rotacion

Aun en primeras aplicaciones —exploratorias— del ACP, no es habitual que los
investigadores adopten posturas meramente nominalistas, sino que buscan implica-
ciones en el mundo real para interpretar y etiquetar las componentes obtenidas en
funcién de las variables con las que se relacionan.

Aceptar como definitiva esta primera solucidn factorial [24] puede originar confu-
sionismo. Asi, por ejemplo, Ch. Spearman (1904), en el contexto del AF y a partir de
unos pocos tests de rendimiento en estudiantes, llevd a cabo inferencias psicométricas
sobre todo el dominio de tests del rendimiento humano, lo cual le condujo a concebir
la mente organizada jerirquicamente y regida por un factor general de la inteligencia
(factor G).

No obstante, debe tenerse en cuenta que hasta el momento sélo se ha establecido,
en funcién de los valores propios A, el nimero de factores (componentes) necesarios

! Este método o su aproximacion gcomctrica «método del centroide», que Thurstone (1935) desarrolla
para evitar la resolucion de la ecuacién caracteristica en la diagonalizacion de R, proponen a la varianza resi-
dual como entidad a minimizar. En Harmann (1976), Mulaik (1972), o Cuadras (1981) se consideran, entre
otros, criterios especificos del modelo de AF (MINRES), junto con procedimientos basados en Iz inferencia
estadistica; en particular, debe tenerse en cuenta el método basado en la estimacién miximo verosimil, a la
que D. N. Lawley (1940) redujo el problema de la extraccién factorial.
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para describir aceptablemente las v.o. Este criterio de maximizar la varianza explicada
(A\o) por los sucesivos factores, redunda en la obtencién de componentes altamente
complejas que ponderan en todas las variables, como sucede al primer factor de
nuestro ejemplo (véase fig. 1).

HORIZONTAL FACTOR 1 VERTICAL FACTOR 2
L 4
*
*
*
*
*
* 3
*
*
*
* hs = (.99977)~
* ‘
®
. ax =|.65260
®
®
]
*
*
[ BN BE BN BE BN BE B B BN I EEEEEEENREEREEIREIR I I I

ay = ,75756

1 3 MA
3 = FR

s N
na
~eo
LR 2R 20 2k 2R I D I (2R 2% 2k 3 2 N 2R

FiIGURA 1. Representacién de las v.o. en el espacio definido por las dos primeras componentes.
Proyecciones de una variable (Francés) sobre ambos ejes.

Afortunadamente cuando el niimero de componentes es mayor que la unidad, el
conjunto de saturaciones, A, no es Gnico, pudiéndose transformar ortogonalmente (T)
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en otros conjuntos equivalentes, A, = AT, en el sentido de que ambos explican
igualmente las intercorrelaciones entre las variables originales; en efecto:

R = AA’ = AIA’ = (AT(T'A’) = AA! (32)
siendo TT' =1 (33]

Este hecho se utiliza con frecuencia para simplificar los primeros fesultados del
anilisis y hacerlos mis interpretables.
Los pioneros de las aplicaciones del AF determinaban la matriz T que propor-

. . . . . m . .
cionase la rotacién apropiada, inspeccionando los (2) grificos de las variables en el es-

pacio determinado por cada par de factores (fig. 1). En la actualidad la implementa-
cién en programas de ordenador de métodos analiticos que proporcionan, segiin dis-
tintos criterios (Harman, 1976), rotaciones objetivas de los ejes factoriales extraidos
inicialmente, han relegado aquellos subjetivos y laboriosos métodos manuales.

A continuacién se detallan los resultados obtenidos en nuestro caso, al rotar la
matriz A obtenida en [24] segin el criterio VARIMAX de Kaiser (1958: 187-200); és-
te, en esencia, trata de situar las componentes de forma que cada una tenga grandes
saturaciones en pocas variables siendo el resto de reducido tamafio. Este método, a
pesar de ser «psicologicamente ciego» ha sido ampliamente utilizado en este campo,
debido a que evita la solucién de un factor general proporcionando &ptimos resultados
con nimero de componentes reducido.

TABLA 17. Solucién final, matriz de saturaciones rotada (4,).

VARIMAX ROTATED FACTOR MATRIX

FACTOR 1 FACTOR 2
MA 0.98900 0.14599
CN 0.94751 0.31852
FR 0.10635 0.99422
LA 0.41458 0.90981

TABLA 18. Matriz de rotacién ortogonal, 7, permite el giro de la solucién inicial (tabla 15) a la
final.

TRANSFORMATION MATRIX

FACTOR 1 FACTOR 2
FACTOR 1 0.72955 0.68392
FACTOR 2 —0.68392 0.72955
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TaBLA 19. Coeficientes de las v.o. en el cilculo de las componentes giradas.

FACTOR SCORE COEFFICIENTS

FACTOR 1 FACTOR 2
MA 0.56947 —0.19758
CN 0.49253 —0.07173
FR —0.22930 0.62262
LA —0.01325 0.47557

El lector puede comprobar estos resultados: girando los puntos de la matriz de sa-
turaciones de la tabla 15; rotando los ejes de la tabla 16; o verificando la igualdad [32].

HORIZONTAL FACTOR 1 VERTITAL FACTOR 2
* 3
* 4
*
*
*
L
*
®
*
*
®
*
*
* 2
1 = MA 2 = CN*
3 = FR o =LAt
®
* 1
~
*

L B K N K N BE N SR B SN R A B BN B N R Nk BN N BN BE Bk B B B R B B B BN

FIGURA 2. Representacion de las v.o. en el espacio de las componentes giradas.

La interpretacién de los resultados, en algunos casos, puede hacerse sin necesidad
de rotar. Asi, el hecho de que todos los coeficientes de correlacién en la ecuacion [1]
sean positivos indica que los estudiantes cuyas puntuaciones estin por encima de la
media en una asignatura tienden a estarlo también en las demis. Esta relativa facili-
dad en la adquisicién de conocimiento se traduce en un primer factor con saturaciones
positivas en todas las variables que puede etiquetarse como de <«inteligencia general»,
siendo el factor bipolar el que sirve para discriminar los dos grupos de variables en
asignaturas que indican habilidad verbal (FR, LA) y otras (MA, CN) que reflejan ca-
pacidad 16gico-formal.
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El ejemplo de REUCHELIN que se ha seguido para ilustrar el ACP, es en realidad
la aplicacién tipica del modelo de AF, por ello, se ha utilizado para introducir con-
ceptos propios del AF, que ser objeto del proximo apartado. No obstante, el autor es
reticente a la habitual interpretacién de los ejes de la figura 2 en «Ciencias» y «Letras»s,
ptimero, porque las puntuaciones en las que se basa el estudio conciernen s6lo a ocho
estudiantes, y en segundo lugar, la dicotomia entre «ciencia» y lo que «no es ciencias,
requeriria un profundo estudio que escapa a la informacién que las cuatro v.o.
pueden proporcionar.

Por dltimo, en el capitulo cuarto, al tratar las aplicaciones confirmatorias y el con-
cepto de identificacion, se aclara que la palabra rotacién en realidad es s6lo un eufe-
mismo que esconde una indeterminacién en la solucién, inherente al modelo de Ani-
lisis Factorial.

2.3. El Analisis Factorial

2.3.1. Introduccion historica

En 1869 Galton, en su libro Genio Hereditario, afirma que, por analogia a otras
caracteristicas fisicas, la inteligencia deberia tener un valor medio constante para el
conjunto de habitantes en Gran Bretafia, y las desviaciones con respecto a este valor
promedio debian regirse segiin la ley Normal. Posteriormente esta idea, considerable-
mente mis elaborada por Pearson y Spencer, se traduce en considerar la capacidad
mental normalmente distribuida en un continuo, debido a la supuesta existencia de
un factor general de tipo cognitivo y a las diferencias en la constitucidn genética.

En base a estas ideas, mencionadas ya en el apartado 2.2.5, Spearman propone el
primer modelo de AF, conocido con el nombre de «modelo de los dos factores» —el
general y el Ginico—. En efecto, sobre 27 alumnos midié un conjunto de variables de
tipo intelectual (rendimiento escolar, razonamiento matemitico, etc.), que segtn él
debian ser mediciones de un factor de tipo cognitivo comiin a todas ellas que
explicaria las intercorrelaciones existentes, y otro factor especifico de cada medida que
seria el responsable de lo residual. El solapamiento entre las variables utilizadas corro-
boraba, para Spearman, la evidencia de un factor general de orden superior o integta-
tivo de las funciones intelectuales humanas. Este modelo que incluye un factor comiin
(o varios), puede generalizarse para explicar las correlaciones (o grupos de intercorrela-
ciones) de cualquier otro conjunto (o subconjuntos) de variables.

2.3.2. El modelo de Anilisis Factorial

Dado un conjunto de p caracteristicas medibles sobre N individuos, el objetivo del
AF es la obtencion e interpretacion de un conjunto mis teducido (72) de factores la-
tentes (no observables) que expliquen la covariacién existente entre dichas p v.o.

El modelo supone que toda variable (x,) se compone de dos partes: una comiin
con otras v.o. (C), que puede ser expresada por ello en términos de factores comunes;
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y otra Gnica (U) que incluye tanto la especificidad propia de la vatiable como el lla-
mado «error de medida». Asi, cada variable observable se descompone en:

x=C + U (34]
y la puntuacion del j-€simo individuo en esta v.o.

x; = C; + U, = Zayfy; + d [35]

que para los N individuos es:
X=AF+ D [36]

siendo X(pxN), A(pxm), F(mxN) y D(pxN).
Si se consideran ahora las p v.o. recogidas en el vector aleatorio x(px1), la ecuacién
[35] puede generalizarse como

x=Af+ 6 "[37]

siendo flmx1) y 8(px1) los vectores de los factores comunes y finicos, respectivamente.
Para que la «particién» efectuada en [37] resulte correcta deberian cumplirse algu-
nos supuestos sobre las variables que alli se relacionan:

1. Incorrelacién entre ambas fuentes de variacion.

Ef’) =0 [38]
2. Incorrelacién: 1.° entre errores de medida asociados a distintas v.o.; 2. inter-

especificidades, es decir, inclusién de todos los factores comunes a las p v.o.;
3.° entre el error de medida y la especificidad.

E(88') = 0 diagonal [39]

2.3.3. Descomposicion de la matriz de varianzas-covarianzas.
Ecuacion fundamental del Anilisis Factorial

Diferenciar lo que comparten de lo que no es comin en el conjunto de p v.o.,
representa la diferencia conceptual que existe entre la ecuacién [37] del modelo, defi-
nida por tanto a priori, y la [26] obtenida como resultado de aplicar la técnica de
ACP a un conjunto de v.o. con el objetivo de reducir su dimensién. Sin embargo, es
la descomposicion de la matriz de cotrelaciones (varianzas-covarianzas, en general), R,
de Ias v.0. que el modelo de AF (ecuaciones [37], [38] y [39]) comporta, lo que en la
prictica distingue el AF del ACP; en efecto,

R = E(xx') = EAf + 8Af + &)’ = E(AffA’) + E@55') = ABA’ + 6[40)

49



siendo ® = E(ff"), la matriz de correlaciones de los factores comunes?.

La ecuaci6n [40], que estructura la matriz de correlaciones R en funcién de los pa-
rimetros del modelo, A, ® y 8, difiere de [20], exclusivamente, en la particién que
induce en los elementos de la diagonal (varianzas); asi segan [40], la variancia, o2, de
cada v.o. es

1=92= Y a5+ 0, [41]
£

En el segundo miembro de la ecuacion [41], ¥ 4% establece la varianza de la v.o.
£

que explican los factores comunes en conjunto, y se llama comunalidad, 4%; el térmi-
no complementario, 8, se conoce por unicidad de la variable.

Los elementos exteriores a la didgonal principal de AA’ no se alteran de la
ecuacién [20] a la [40], pues expresan lo que comparten cada par d.c variables, x;, x,
en cada una de las direcciones ortogonales, £, es decir, su correlacién

L oty =1, [44]
£

2.3.4. Extraccién factorial

El método del Factor Principal es sin duda el que mis se ha utilizado para obtener
los factores; consiste esencialmente en la aplicacién directa del mencionado algoritmo
de Hotelling (1933: 417-441) a la matriz de correlaciones «teducida», R, obtenida a
partir de R por sustitucién de las unidades de la diagonal principal con comunalidades
estimadas, que usualmente son los cuadrados de los coeficientes de correlacién maltiple
de la v.o. con las demis.

R°=R -0 = AA’ [45]

La utilizacion del mismo algoritmo de resolucién conduce en algunos casos a errd-
neas conclusiones sobre la equivalencia de la técnica de ACP y el modelo de AF. En
nuestro caso, los resultados obtenidos al considerar el modelo de AF para explicar las
intercorrelaciones entre las v.o. del ejemplo, no difieren mucho de los que se obtu-
vieron en el apartado anterior.

2 La literatura del AF distinguc habitualmente entre el modelo de factores ortogonales u oblicuos, se-
giin la matriz & sca la identidad o no. En cl desarrollo postetior se considera por simplicidad & = I, pues,
Ginicamente en este caso la relacion entre v.o. y factores estd perfectamente determinada por la matriz facto-
rial A. En efecto, si se postmultiplica [37] por

of = Afff + 8f [42]

y por tanto

Ef’) = AE(f’) + E@f) = A® [43]

en cualquier otro caso, ® # I, la ecuacién [43] recibe el nombre de estructura factorial.
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TaBLA 20. (a) Comunalidades estimadas, para sustituir en AF a los elementos de la diagonal
principal de R. (b) Valores propios y porcentajes de varianza explicada correspondientes a los
factores que el AF establece.

VARIABLE EST COMMUNALITY EIGENVALUE PCT OF VAR CUM PCT
MA 0.99777 2.93008 73.3 70.
CN 0.99755 1.06798 26.7 100.
FR 0.99866 0.00140 0.0 100.
LA 0.99898 0.00053 0.0 100.

(@ (b)

CONY CONVERGENCE REQUIRED 1 ITERATIONS?

Esta identidad entte los valores propios de la tabla 20 y los obtenidos por ACP re-
dunda en la igualdad de matrices factoriales; esto es debido a que las comunalidades
estimadas toman valores muy proximos a la unidad. Las diferencias, aunque no im-
portantes, radican en las distintas combinaciones lineales de las v.o. que proporcionan
las componentes en la tabla 16, y los factores en la tabla 21.

TaBLA 21. Coeficientes de la combinacién lineal de las v.0. en la composicién de los dos facto-
res comunes que el AF de la matriz [1] establece.

FACTOR SCORE COEFFICIENTS

FACTOR 1 FACTOR 2
MA 0.26733 ~0.51785
CN 0.25991 —0.39208
FR 0.10925 0.64417
LA 0.49866 0.31754

2.3.5. Un efemplo ilustrativo: ACP versus AF

Con la finalidad de diferenciar, también a efectos pricticos, la técnica de ACP y el
modelo de AF, se han tomado los datos de un ejemplo que Lawley y Maxwell (1971)
presentan para ilustrar el enfoque confirmatorio del AF.

La tabla adjunta describe la matriz de correlaciones de seis asignaturas escolares:
Francés (FR); Inglés (AN); Historia (HS); Aritmética (AR); Algebra (AL) y Geometria
(GM), que estos autores consideraron en una muestra de 220 alumnos.

3 Ya que generalmente, tanto las comunalidades como ¢l niimero de factores a extraer son desconoci-
dos, los distintos procedimientos de extraccion factotial (véase Harman, 1976: cap. 5; Cuadras, 1981: cap.3)
requicren que al menos uno de estos valores se establezca a priori, y determinan el otro por procedimientos
iterativos.
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TaBLA 22. Mattiz de correlaciones de las seis asignaturas consideradas en Lawley y Maxwell (1971).

FR AN HS AR AL GM
FR 1.00000 0.43900 0.41000 0.28800 0.32900 0.24800
AN 0.43900 1.00000 0.35100 0.35400 0.32000 0.32900
HS 0.41000 0.35100 1.00000 0.16400 0.19000 0.18100
AR 0.28800 0.35400 0.16400 1.00000 0.59500 0.47000
AL 0.32900 0.32000 0.19000 0.59500 1.00000 0.46400
GM 0.24800 0.32900 0.18100 0.47000 0.46400 1.00000

En la tabla 22 de partida pueden distinguirse dos agrupaciones entre las seis v.o.
(FR, AN, HS y AR, AL GM), los cual parece indicar la existencia de dos constructos
subyacentes que explicardn estas elevadas correlaciones, y se traducirin en componen-
tes o factores en los dos anilisis que a continuacién se presentan. Si bien &stos no pro-
porcionaran patrones de relacién entre las v.o. esencialmente distintos, los resultados
que se obtengan en el ACP deberin estar «hinchados» con respecto a los obtenidos se-
gan el modelo de AF. En efecto, en el ACP las «comunalidades» de las v.o. se deter-
minaban una vez extraidas las componentes; por el contrario, los factores en el AF se
establecen en funcién de las estimaciones de las comunalidades efectuadas como pré-
logo del Analisis.

TaBLA 23. (a) Diagonal principal de la matriz R, punto de partida del ACP. (b) Valor propio y
porcentaje de varianza asociado (PCT) a cada componente. (c) Varianza o comunalidad de cada
variable, explicada por el conjunto de las 2 componentes establecidas en el anilisis previo.

VARIABLE EST COMMUNALITY EIGENVALUE PCT OF VAR CUM PCT
FR 1.00000 2.73289 45.5 45.5
AN 1.00000 1.12977 18.8 64.4
HS 1.00000 0.61517 10.3 74.6
AR 1.00000 0.60122 10.0 84.7
AL 1.00000 0.52480 8.7 93.4
GM 1.00000 0.39615 6.6 100.0

(@) (b)
VARIABLE ~ COMMUNALITY
FR 0.63437
AN 0.55825
HS 0.67387
AR 0.71570
AL 0.69431
GM 0.58614
(©)
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La tabla anterior describe la parte de varianza de las v.o. que se proyecta sobre las
componentes. Sin embargo, si previamente suponemos que las variables tienen cierta
estructura [34] subyacente, la matriz de cotrelaciones, R, que se analice, deberd refle-
jar, en el sentido de [40], este hecho, cuyas consecuencias se detallan a continuacién:

TaBLA 24. Cuadrados de los coeficientes de correlacién miltiple de cada variable con las restan-

tes, que son las estimaciones iniciales de las comunalidades incluidas en la diagonal principal de

R°, punto de partida del AF. (b) Comunalidad de cada v.o. explicada pot los dos factores co-

munes considerados. (c) Valores propios y porcentajes de la comunalidad total asociados a cada
factor.

VARIABLE EST COMMUNALITY

FR 0.30010
AN 0.29659
HS 0.20610
AR 0.41970
AL 0.41775
GM 0.29524
CONVERGENCE REQUIRED 11 ITERATIONS
(a)

VARIABLE COMMUNALITY FACTOR EIGENVALUE PCT OF VAR CUM PCT
FR 0.48663 1 2.22214 79.0 79.0
AN 0.40868 2 0.59135 21.0 100.0
HS 0.35649
AR 0.61783
AL 0.56888
GM 0.37497

(b) ©

TABLA 25. Matrices factoriales que resultan de los ACP (a), y AF (b), efectuados sobre los datos
de la tabla 22.

FACTOR MATRIX USING PRINCIPAL

FACTOR, NO ITERATIONS WITH ITERATIONS

FACTOR 1 FACTOR 2 FACTOR 1 FACTOR 2
FR 0.65782 0.44905 FR 0.58650 0.37769
AN 0.68842 0.29039 AN 0.59411 0.23603
HS 0.51737 0.63734 HS 0.43134 0.41284
AR 0.73831 —0.41303 AR 0.71135 —0.33438
AL 0.74388 —0.37545 AL 0.70142 —0.27730
GM 0.67831 —0.35501 GM 0.58406 —0.18397

(a) (b)
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La tabla 11 ilustraba c6mo podian deducirse la varianza extraida por las compo-
nentes y la comunalidad de cada variable. Anilogamente pueden derivarse estos resul-
tados de las matrices factoriales que en la tabla 25 corresponden al ACP y al AF. En
efecto, sobre la primera componente se proyecta

M= X & = (657820 + ... + (.67831) = 2.73289 [46]
siendo S N\, = p = 6 = Tr(R) [47]

y sobre el primer factor
AN = Y 4 = (.58650)* + ... + (.58406) = 2.22214 [48]

siendo ¥ A = Y 42 = (48663% + ... + (374972 = THR)  [49]
£ i

la varianza de la primera variable, que las dos primeras componentes explican, es

Y @ = (.65782) + (.44905)2 = .63437 [50]
£

mientras que la comunalidad de dicha v.o., explicada en el espacio de los factores co-
munes, seria

Y @, = (.58650)* + (.37769)* = .48663 [51]
]
A diferencia del ejemplo anterior, se distingue aqui perfectamente la importancia re-
. A
lativa de la primera componente, % = .455, y la del primer factor, 162 =.79.
L4

En ambos casos la aparicién de un primer factor comiin a todas las v.o. y :31 segundo
bipolar, sugieren la necesidad de rotar.

El solapamiento entre las v.o. que la matriz de correlaciones (tabla 22) revela, no
hace verosimiles los elevados valotes de la tabla 25 (a). El modelo de AF deberia eva-
luarse, por consiguiente, con distinto criterio del proporcionado exclusivamente por:
el tamafio de los valores propios; o la comunalidad explicada por los factores extrai-
dos; o la magnitud de las saturaciones factoriales. Resultaria mis apropiado como
indice de la calidad del modelo, uno que valora el desajuste entre la matriz de corre-
laciones reducida y la reproducida a partir de las ponderaciones factoriales. En nuestro
caso esta Gltima es:

4866
4376 .4087
AA’ 4089 .3537 .3565 [52]
.2909 .3437 .1688 .6178
.3066 .3513 .1881 .5917 .5689
2731 .3036 .1760 .4770 .4607 .3750
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TABLA 26. Resultados del ACP (a, c, e), frente a los obtenidos mediante AF (b, d, f).

VARIMAX ROTATED FACTOR MATRIX VARIMAX ROTATED FACTOR MATRIX

FACTOR 1 FACTOR 2 FACTOR 1 FACTOR 2
FR 0.22531 0.76394 FR 0.23006 0.65856
AN 0.34939 0.66044 AN 0.32321 0.55156
HS —0.00259 0.82089 HS 0.08611 0.59083
AR 0.83308 0.14727 AR 0.76653 0.17396
AL 0.81360 0.17989 AL 0.72358 0.21286
GM 0.64990 0.15424 GM 0.57365 0.21424
(@ (b)
TRANSFORMATION MATRIX TRANSFORMATION MATRIX
FACTOR 1 FACTOR 2 FACTOR 1 FACTOR 2
FACTOR 1 0.77441 0.63269 FACTOR 1 0.78840 0.61516
FACTOR 2 —0.63269 0.77441 FACTOR 2 —0.61516 0.78840
(© d
FACTOR SCORE COEFFICIENTS FACTOR SCORE COEFFICIENTS
FACTOR 1 FACTOR 2 FACTOR 1 FACTOR 2
FR ~0.06507 0.46010 FR —0.05482 0.43170
AN 0.03245 0.35843 AN 0.02457 0.28433
HS —0.21032 0.55664 HS —0.08482 0.33337
AR 0.44052 —0.11219 AR 0.46889 —0.09037
AL 0.42105 —0.08514 AL 0.37885 —0.03538
GM 0.39102 —0.08631 GM 0.19835 0.01219
(¢) ®

siendo A la matriz factorial estimada en la tabla 25 (b) o 26 (b). Los residuos que se
derivan del modelo de dos factotes propuesto, son

.0000
.0014 —.0001
RO — AA’ - | 0011 —.0027 0000 (53]

.0029 .0103 —.0048 .0000
.0224 —.0313 —.0019 .0033 .0000
0249  .0264 .0050 .0070 .0033 .0000

La representacion geométrica de los resulados obtenidos en la tabla 26 (b), es
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FIGURA 3. Representacion de las v.o. en el espacio de los factores comunes. Descomposicion de
la comunalidad de la variable «Geometria».

2.4. Udilizacion de modelos para confirmar teotias
2.4.1. Introduccion metodologica a la utilizacion de modelos estadisticos

Todo trabajo cientifico debe enfrentarse con el problema de la inferencia de enti-
dades o procesos que no puede observar directamente a partir de los datos dispo-
nibles. Habitualmente la inferencia cientifica se lleva a cabo de acuerdo con el para-
digma hipotético-deductivo, en ¢l que:

i) Se supone un modelo para «estructurars lo no observable.
ii) Se deducen consecuencias observables para el modelo propuesto.
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iii) Se realiza una investigacién empirica con el objeto de demostrar que las conse-
cuencias esperadas en las observaciones, son las que realmente aparecen en los

datos.
Este proceso ha sido ticitamente observado en el apartado anterior. En efecto,

i) Se asume la existencia de dos factores: uno de habilidad verbal, y otro de ha-
bilidad matemitica. Estas hipotesis verbales pueden trasladarse a hipotesis
causales como se hace en el diagrama de la fig. 5, 6 en las especificaciones del
modelo [54 + 57] equivalente.

ii) Ya que el modelo es identificable (véase apart. 2.4.3) pueden estimarse los
parimetros del mismo. Estas estimaciones nos permitirin reproducir en el sen-
tido de [45], las observaciones, correlaciones en nuestro caso, como mis ade-
lante detallaremos.

iii) Por otro lado, en el contexto adecuado, se han recogido (tabla 22) datos empi-
ricos relevantes, cuya contrastaciéon con los que se derivan en la etapa anterior
(i) permite la verificacién del modelo supuesto.

Asi pues, toda inferencia, y en particular la causal, supone confirmar o rechazar
hipdtesis segiin los datos recogidos (véase el esquema de la fig. 4, inspirado en el de
Saris y Stronkhorts, 1981). La interpretacion de los datos requiere un conjunto limita-
do de asunciones sobre la generacién de los mismos. Al minimo namero de supuestos
que es capaz, como instrumento metodoldgico, de estructurar los datos segiin una
cierta teoria, es lo que entendemos como modelo, y en la utilidad de &ste (véase figu-
ra adjunta) radica el Gnico indice para su valoracién.

2.4.2. E!l Andlisis Factorial Confirmatorio

Si con la pretensién de «recubrir» cierto dominio, del que pricticamente se carece
de conocimiento tedrico previo, se selecciona una muestra representativa de variables
para someterla a Anilisis Factorial, se dice que la técnica se aplica con caricter pura-
mente exploratorio. Esta utilizacién del modelo de AF es a la que se ha referido el
apartado anterior; su finalidad estd en descubrir el ndmero de factores o dimensiones
necesarias para explicar las interrelaciones entre el conjunto de variables medidas. Esta
perspectiva exploratoria del AF que se inicié en Spearman y que continda con Thurs-
tone, culmina con la obra de Harman (1976).

Realmente, este Anilisis Factorial no representa mis que una transformacién ma-
temitica de la informacién contenida en la matriz de correlaciones a unas ecuaciones
que pueden (o no) resultar mis interpretables que esta matriz. No obstante, al desco-
nocerse el proceso que produce la covariacion, la interpretacion es dificil, y en general
los factores no representan mis que tautolégicas reformulaciones de los nombres de
las variables originales.

En otras situaciones en las que el investigador ya tiene informacién sobre las va-
riables y sus interrelaciones, podri permitirse formular hipdtesis (quasi) definitivas
acerca de la naturaleza de los constructos subyacentes; es decir, podri establecer un
modelo de la estructura causal de estas variables, en el que pueden haberse especifica-
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FiGURA 4. Esquema del proceso de modelado estadistico sin disefio.
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do o restringido los valores de algunos parimetros. Se entiende en estos casos que el
modelo de AF ha sido aplicado en su vertiente confirmatoria (AFC).

Ya que no existe una férmula para hacer ciencia, el progreso de ésta, en cualquier
dominio, requiere que la investigacién le otorgue una naturaleza acumulativa, apren-
diendo de los errores de los que precedieron para evolucionar desde etapas explorato-
rias a otras de confirmacién de resultados.

Durante muchos afios las ciencias sociales, bioldgicas, y de la conducta se han ser-
vido de «modelos estadisticos» para recorrer esta via inductiva hacia la generacién de
teorias. Si bien llegar a ordenar las ideas en forma de modelos puede estimular el cur-
so de éstas, los modelos no pueden ser mejores que las ideas que se quieren expresar
mediante ellos. Debe perderse la ingenua esperanza de adquirir una técnica tal, que
al ser aplicada mecdnicamente a un conjunto de datos, proporcione investigacién
cientifica de forma automitica.

Duncan (1975) dice: «...asi el anhelo de psicologia instantinea, la supersticion de
que ésta pueda lograrse por la mera complicacion o perfeccionamiento del aparato for-
mal (entiéndase métodos estadisticos) y el instinto de suponer que cualquier conjunto
de datos torturados de acuerdo con el ritual prescrito produciri interesantes descubri-
mientos cientificos, son hibitos patolégicos del pensamiento que se desarrollan en la
falacia de la inducciéns.

Bentler (1980: 419-456), resume los parrafos anteriores en una frase: «entender, es
lo que se requiere para modelars.

Estas consideraciones no pretenden invalidar el uso de modelos estadisticos en eta-
pas exploratorias, por el contrario, al denunciar la errénea utilizacién que en ocasiones
se ha hecho de ellos, se quiere ensalzar su caricter orientativo y/o descriptivo. En cuan-
to al poder explicativo de los modelos, la adecuada interaccion entre teoria y datos que
el anilisis de las causas supone, implica tanto exploracién como confirmacién.

Lo deseable desde la ciencia, asi como para la estadistica, serfa que toda hipdtesis
sugerida s6lo por procedimientos exploratorios fuera postetiormente contrastada con
nuevos datos a los que deberia someterse a controles estadisticos mis rigurosos (en J6-
reskog y Sorbom [1978] se ilustra en parte la afirmacién anterior con un ejemplo, en
el que la muestra original se divide en dos mitades, utilizando una para generar hips-
tesis y la otra para validarlas), con la conciencia de que la confirmacién de teorias de-
be pasar necesariamente por filtros externos a la estadistica, propios del campo
especifico de que se trate. Pues aun errando en las técnicas de anilisis, las conclu-
siones tebricas podrian ser aceptables. Por el contratio, el olvido de una variable rele-
vante o la invalidez en la medida de un concepto clave, aun asegurando que el poste-
rior tratamiento estadistico se llevara a cabo de manera impecable, conduciri inevi-
tablemente a pésimos resultados tedricos.

2.4.3. El modelo de Anilisis Factorial con restricciones
Consideremos de nuevo las seis v.o. del ejemplo anterior, y supongamos que 2 tra-
vés de éstas se quiere confirmar la existencia de dos factores: uno que reflejaria la ha-

bilidad verbal de los alumnos, y otro, su habilidad matemitica. Se asume ademis:
que estas habilidades posiblemente estaran intercorrelacionadas: que los factores Gni-
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cos estan incorrelacionados entre si y con los factores comunes. Todo ello puede trasla-
darse a un diagrama causal como el de la fig. 5; en él se ha utilizado la notacién con-
suetudinaria al planteamiento LISREL, programa que mis adelante proporciona las es-
timaciones de los parimetros del modelo. '

o
o

6 6 1

FiIGURA 5. Diagrama causal del modelo de AF, supuesto generador de las correlaciones descritas
en la Tabla 11.

El diagrama de la fig. 5, puede trzducirse en un modelo de AF en el que se han

introducido algunas restricciones, concretamente, se suponen nulas algunas satura-
ciones,

_xlT _xll 0 ] —61

X, A O 5,

oI A O ) . b, y
w| o »||& J B4)
] 0 X\, 2

| X6 _| | 0 A _66_

X A £ K2
E((") = 0 [55]
E(86’) = 0 = diagonal [56]
see) = o= [1 ] 157)
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Los parimetros del modelo se estiman mediante el programa LISREL IV (Jéreskog
y Sérbom, 1978). En esencia el proceso de estimacién consiste en ajustar la matriz de
correlaciones reproducida, R, por los parimetros del modelo, a la de correlaciones ob-
servadas, R, segiin el criterio de la mixima verosimilitud.

Consideremos a titulo ilustrativo la correlacién entre los vectores muestrales x, y x;.
Este valor puede efectivamente establecerse en funcion de los elementos de las matri-
ces paramétricas A, ¢ y 0 incluidas todas ellas en el modelo (54; 55; 56; 57), asi

;u = E(xlxi’) = E(()‘ufl + 61)0‘42& + 62)1) =
= E((\i&iE M) + (Mid6;) + (8,6 N,) + 9,5,)) [58]

expresion que se simplifica, al aplicar las propiedades del operador Esperanza
Matemitica junto con los supuestos [55; 56; 57] del modelo especificado

Fig = Nibhp + 0 + 0 + 0, = NA9y, [59]

6 x 7

Disponer de = 21, correlaciones observadas, r,, permite plantear otras

tantas ecuaciones anilogas a [59] cada una de las cuales expresaria las cotrelaciones
entre v.0. en funcién de los parimetros del modelo; asi, si recogemos estos pari-
metros en un vectos genérico ¥ que los resuma, puede plantearse la ecuacién general

7 = Am) [60]

y ya que Gnicamente debemos estimar 13 parimetros (seis N, un ¢,,, y seis 0,), preci-
saremos al menos de un nidmero igual de ecuaciones [60]. Las y = 8 ecuaciones
restantes, se conocen como nimero de grados de libertad. Este valor, », categoriza a
los modelos en sobredeterminados (overidentified), v > 0; determinados (exactily
identified), v = 0; e indeterminados (underidentified), v < 0. Tres categorias que
no son simétricas, pues mientras la analogia con la resolucién de los sistemas al-
gebraicos de ecuaciones puede ayudar a entender que en el Gltimo caso no existe in-
formacion suficiente para estimar los parimetros, que si podrian estimarse en cambio
en el segundo, no aclara que en los modelos sobredeterminados, a diferencia de lo
que ocurre en los sistemas algebraicos, no slo es posible la estimacion de los pari-
metros, sino que ademis, como se veri, las relaciones excedentes permiten comprobar
la significacion del modelo, lo cual resulta inviable en cualquier otro caso, » < 0,
pues si el modelo fuese correcto estas » ecuaciones deberian ser redundantes, es decir,
compatibles con las estimaciones obtenidas a partir de las primeras.

Una vez resuelto el problema de la identificacién surge el de la estimacion de los
parimetros identificables. En el desarrollo anterior se ha ignorado por simplicidad, al
esbozar la identificacién del modelo, la diferenciacion existente entre la matriz de
correlaciones £ de la poblacion y la muestral R. No obstante, si ahora consideramos es-
ta distincién debemos enfrentarnos con el problema de la inferencia estadistica.

Si suponemos a las v.o. con distribucién multivariable normal, la poblacién esti
perfectamente caracterizada por los momentos de primer y segundo orden. Ya que en
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general no se imponen restricciones al vector de Esperanzas Matematicas, su estimador
miximo verosimil coincidird con el vector de medias muestrales. Todo ello reduce la
estimacion al ajuste de la matriz de correlaciones observadas, R, por la reproducida,
R, desde el modelo, segiin el procedimiento de estimacién de la maxima verosimili-

tud con restricciones (Joreskog, 1978; 1969: 183-202; 1977). Los resultados obtenidos
€n nuestro €aso son

TABLA 27. Estimaciones maximo verosimiles de los parimetros del modelo de la fig. 5.

AFC1 (HVM)
LISREL ESTIMATES
LAMBDA Y
ETA 1 ETA 2 Psl
FR 0.687 U.000 Ea., 1 EQ., 2
AN 0.672 U.00U —— ——————
HS 0.533 0.000 EQ. 1 1.000
AR 0.000 0.767 EQ. 2 0.597 1.000
AL 0.000 U.708 b
GM 0.000 V.616 (b)
(a)
THETA EPS
FR AN HS AR AL GM
0.528 0.548 V716 U612 0.410 0.621

Una de las principales ventajas de la estimacién maximo versosimil, razén por la
que en determinados campos ha prevalecido sobre las técnicas minimo cuadriticas cla-
sicas, radica en que permite verificar la idoneidad del modelo propuesto como genera-
dor de las correlaciones observadas, mediante el ratio de funciones de verosimilitud,
\. En efecto, siempre y cuando » > 0, este ratio corregido, —2 I»\, refiere en qué
medida las » condiciones excedentes violan los momentos muestrales, pues coincide
con el minimo de la funcién criterio que se utiliza en el proceso de estimacién

— 21\ = (N = DE(A ) [61]
siendo
F (A 0) = I#n|Z| — #|RE-!| — In|R| — p [62]

la funcién a minimizar mediante el algoritmo de Fletcher y Powell (1963: 163-168).
Este minimo [62], se distribuye aproximadamente segiin una ley de x2 con » gra-
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dos de libertad, siempre que las hipétesis hechas sobre multinormalidad 4 de las v.o.,
nimero de factores, etc., puedan considerarse correctas. (Véase, para mis informa-
cion, Joreskog, 1977; 1978: 443-477).

Si resumimos el proceso seguido, tenemos que: por un lado, el modelo de la fig.
5 se ha formulado introduciendo restricciones en los posibles valores de algunos ele-
mentos de A, 6 y ®. Por otro lado, tras comprobar la identificabilidad del modelo, se
han recogido los datos apropiados, generalmente varianzas y covarianzas, para estimar
los parimetros desconocidos, de manera que varianzas y covarianzas reproducidas por
el modelo (54 + 57) sean en algiin sentido —critetio de la mixima verosimilitud—
proximas a las observadas.

En estas condiciones, se ha contrastado el modelo propuesto con los datos recogi-
dos en la tabla 22, pues si las restricciones especificadas en el modelo del AF fueran

TaBLA 28. (a) Verificacion del modelo de la fig. 5: Valor del estadistico x* y nivel de significa-
cién; (b) Matriz, R, reproducida a partir del modelo; (c) Matriz de residuos, R — K.

TEST OF GOODNESS OF FIT
CHI SQUARE WITH 8 DEGREES OF FREEDOM IS 7,9533
PROBABILITY LEVEL = 0,9916

@
SIGMA
FR AN Hs AR AL GM
FR 1,000 '
AN 0,462 1,000
HS 0.366 0,358 1,000
AR 0,314 0,308 0,244 1,000
AL 0.315 0,308 0,244 0,589 1,000
GM 0.252 0,247 0,19 0.472 0,473 1,000
(b)
RESIDUALS: S — SIGMA
FR AN Hs AR AL GM
FR 0,000
AN —0.023 0,000
HS 0044  —0,007 0,000
AR —0,026 0,046  —0,080 0,000
AL 0,014 0012  —0,054 0,006 0,000
GM ~0,004 0,082  —0015  —0002  —0,009 0,000
(©

4 Poco se ha estudiado sobre la robustez de los estimadores maximo verosimiles, frente a la violacién del
supuesto de normalidad, sin embargo merecen destacarse los trabajos de Boosma (1981) y Muthen (1978:
551-560).
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correctas, el ajuste del modelo a los datos serd aceptable; por el contrario incorrectas
restricciones, independientemente del critetio de estimacién utilizado, redundarian en
el empobrecimiento del ajuste, rechazindose si procediera este modelo como
plausible representacién de los datos. Es decir, hemos verificado la validez estadistica
del modelo global evaluando la bondad del ajuste.

En el caso que nos ocupa, aun reconociendo que otros modelos podrian ajustar
igualmente nuestros datos, no puede rechazarse el modelo de la fig. 5 con una signifi-
cacién a = .0084, segiin se desprende de la tabla 28. Esta precision en el ajuste de
las correlaciones obsetvadas se traduce en residuos de pequeiia magnitud, que se de-
tallan a continuacién.

Concretamente, la correlacién reproducida 7, es:

Fig = Nho®p = ((687).767X.597) = .3145 [63]
y el residuo correspondiente
1y — Fq = .288 — 314 = —.026 [64]

Por dltimo el critetio de estimacién de la mixima verosimilitud propotciona, junto
a este test global, la posibilidad de verificar individualmente cada uno de los para-
metros estimados. En el proceso de minimizaci6én se obtiene como resultado marginal
la inversa de la matriz de informacién (Joreskog, 1977), de la que se derivan las va-
rianzas de las estimaciones de los parimetros, que nos permitirin, mediante el
estadistico de Student, su contrastacion.

La tabla adjunta refiere para cada uno de los parimettos la mentada verificacién

TABLA 29. (a) Desviaciones tipo de los parimetros estimados; (b) Valores del estadistico [66],
para cada una de las estimaciones de la tabla 27.

A T=VALUE
LAMBDA X STANDARD ERRORS LUES
FR 0.076 U-UU0 9.U75 u.ugo
AN 0.076 0.000 8,899 0,000
HS 0.076 0.000 7.044 u.uov
AR 0.000 V.U67 0.0G0 11.380
AL 0.000 0.067 0.000 11,410
GM 0.000 0.U69 0.000 8.965
PHI (a) (b)
EQ, 1 €@, 2 EQ, 1 EQ, 2
EQ. 1 0,000 0.000
EQ, 2 0.072 0.000 8.313 u.u0u
THETA DELTA (2) (b)
FR AN HS AR AL 6M
1 0,082 U.082 0.082 UlUbs 0.068 U.u?71
(a)
FR AN HS AR AL GM
1 6,622 6,707 8,756 6.US/ 6.011 8.69¢2
(b)
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Fijémonos, por ejemplo, en la saturacién A,,; la consiguiente prueba de hipotesis
que su contrastacion supone es

Hipétesis nula: H, : EX,,) =N, =0

Hipbtesis alternativa: H, ; E\,,) # 0 [65]

Si la hipbétesis nula fuese cierta, el estadistico
xaiz — N [66]

SER,,)
debe distribuirse segiin la #-Student, no obstante
767 - 0

—— = 11.38 67
.067 167]

la magnitud del resultado [67], relativa al cotrespondiente valor de Student (=2),
implica el rechazo de la hipétesis nula’. En la prictica, este procedimiento se abrevia
comprobando simplemente si el intérvalo de confianza:

Ai = 2 SER) (68]
equivalente al estadistico [66], incluye o no el cero.
Para finalizar, se presentan los coeficientes de las v.o. en la combinacién lineal

que determina cada uno de los factores comunes. El programa LISREL IV obtiene es-
tos valores por el método de regresion del apart. 2.2.4.

TaBLA 30. Coeficientes de las seis v.0. en la determinacién de los factores de la fig. 5, propor-
cionados por el programa LISREL IV.

FACTORES SCORES REGRESSIONS

ETA
FR AN HS AR AL GM
ETA 1 0,372 0,351 0,213 0,098 0,099 0,052
ETA 2 0,069 0,065 0,039 0,387 0,391 0,207

3 No obstante, cste proceso de contrastacién debe llevarse a cabo una vez el modelo «ajustas y con cier-
tas precauciones: por un lado, Pijper y Saris (1979), aclaran que la seleccién de las restricciones en el modelo
no es independiente respecto de los tests estadisticos, como el de Student; por otro lado, en Muthen (1978:
551-560) se advierte que la estandarizacién de las variables originales influye considerablemente en los valo-
res de las desviaciones tipo de los parimetros estimados (SE).
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Resultados que asimismo difieren de los obtenidos mediante el programa de AF
exploratorio del SPSS, en el que se permitié rotacidn oblicua, ¢ = .517, a los factores
de la tabla 26.

TaBLA 31. Estimaciones de: (a) los coeficientes para la obtencién de los factores; (b) la matriz
factorial; (c) la estructura factorial, referida en nota a pie de pagina del apartado 2.2.3, obteni-
das con el programa Factor Analysis del SPSS.

FACTOR SCORE COEFFICIENTS

Factor 1 Factor 2

FR 0,06382 0.40152

AN 0,10045 0,28060

HS 0,00838 0,29875

AR 0,42705 0,03774

AL 0,35521 0,06678

GM 0,19427 0,06456

)
FACTOR PATTERN FACTOR STRUCTURE
Factor 1 Factor 2 Factor 1 Factor 2
FR 0,05420 0,66804 FR 0,39939 0,69605
AN 0,19234 0,51832 AN 0,46017 0,61770
HS —0,08681 0,63728 HS 0,24249 0,59243
AR 0,80889 —0,04619 AR 0,78503 0,37179
AL 0,74844 0,01111 AL 0,75418 0,39785
GM 0,57921 0,05996 GM 0,61019 0,35926
(b) (c)

2.4.4. Generalidad del modelo de Anilisis Factorial

En el apartado anterior, el modelo de AFC ha sido dtil para estructurar los datos
seglin una cierta teoria o para confirmar los resultados de estudios exploratorios pre-
vios.

En otras situaciones, en las que los datos provienen de respuestas a los items de un
test, cuya confeccion se llevd a cabo asignando los items a categorias de una clasifica-
cion factorial o jerirquica de acuerdo a caracteristicas de contenido o formato, el ani-
lisis de los resultados obedece a metodologias propias de los disefios factoriales (Bock,
1960: 151-163). No obstante, la posibilidad de introducir restricciones en el modelo
de AF permite considerar como casos particulares un gran nimero de modelos (Alwin
y Jackson, 1980), entre los cuales se encuentran: los modelos para el anilisis de las
componentes de la varianza y covarianza de Bock y Bargamn (1966: 507-534); las
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matrices multirasgo-multimétodo (MMM) de Campbell y Fiske (1959: 81-105); los
modelos de la teotia clisica de los tests de Lord y Novick (1968): Congenéricos, Tau-
equivalentes y Paralelos; y los modelos Simplex y Circumplexos de Guttman (1954).
Es decir, todos aquellos instrumentos de medida que obedecen a un disefio o estruc-
tura predeterminada.

Algunos ejemplos que ilustran la especificacién de modelos a partir del de AFC o
del modelo mis general para el anilisis estructural de las matrices de vatianzas-
covarianzas (ACOVS), pueden encontrarse en Joreskog (1970: 239-251; 1970; 1971:
109-133) y Batista (1983). Se han scleccionado a continuacién dos matrices
Multirasgo-Multimétodo para ilustrar la aplicaciébn del AFC a la Psicologia y
Sociologia.

1. En un estudio sobre validez convergente y discriminante, Kelley y Fiske (1959)
evaluaron a 124 estudiantes de Psicologia con respecto a varios rasgos de personalidad,
seglin tres métodos distintos: Autoevaluacién (S); Mediana de las puntuaciones asig-
nadas por tres de sus compaiieros de clase (C); y combinacién de las puntuaciones
otorgadas por tres miembros del profesorado (E).

Basindose en este estudio, Campbell y Fiske (1959: 81-105) escogieron las
caracteristicas: Afirmativo; Alegre; Serio; Equilibrado; De intereses amplios, para
introducir las MMM en la comprobacidn de la validez de los métodos de medida utili-
zados para medir los rasgos.

Si en primer lugar se consideran los tres métodos como un conjunto de medidas
congenéricas, ignorando en principio el incremento que redundaria de su diferen-

TABLA 32. Mauiz de cotrelaciones entre cinco rasgos de personalidad, evaluados por tres méto-
dos diferentes (E, C, S).

MATRIX TO RE AMALYZED

AFIR(F) ALEG(E) SERL(E) EWUI(E) INVE(E) AFIR(C) ALEG(C) SERICC) EQUICC) INTE(C)
AFIRCE)Y 1.0uD
ALEGCE) 0. 379 1.000
SERICE) =0_240 =U.140 1.000
EQUICE) 0,250 V460 n.080 1.0
INTECE) 0_.350 V.19 0,090 V.51V 1.000
AFIR(C) 0.710 0.350 =01,180 U260 n.410 1.000
ALEG(C) 0,390 V.530 =150 [V Y11} 0.290 v.370 1.000
SERI(C) =-N.270 -0.310 0,430 ~=U0.uN nN.N30 - =0, 150 ~0.190 1.000
EQUICC) N N3N0 U 150 030 [TPP111] W70 0,110 0,250 U190 1,000
INTECC)Y 0,190 V.05%0 N 040 v.290 0.470 u.330 0,220 u.1% 0.290 1.U00
AFIR(S) D 45D U510 -0,220 0,190 0,120 Ve bbU 0,360 =-U, 15U 0,120 u. 23y
ALEG(S) 0,170 U420  =0.100 Va1 =080 0.0% 0,240 ~u,250 =0.,110 =U.030
SERI(S) =0_,040N =-U, 130 We220 ~U.130 -0.,05%0 =006 =U,110 U 3% 0.060 U.U6U
EQUI(S) 0_.130 u.z270 =0, 050 v.22V () 1140 0a10U 0150 u.000 0,140 =-U.u3y
INTE(S) 0,370 0150 ~0.220 V.U9U n,260 U,27u 0,120 =u.070 0.050 V. 350

MATRIX 10 Rt ANALYZED

AFIR(S) ALFO(S) SFRI(S) Fullf(3) INTF(S)
AFIRCEY 1. 000
ALEGCE) 0,230 1.000
SERICE)Y =0,050 = l2V 1.0
EQUICE) 0,160 o260 .10 | )
INTECE: 1,210 Ua15u 0,170 e 31U 1. 000
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ciacion en la variabilidad explicada de los datos de la tabla 32, se obtiene un modelo
de cinco factores-rasgos que comporta un valor de x2 = 140.46. Ya que E(x?) = v, el
excesivo valor del estadistico x? con respecto al niimero de grados de libertad conduce
al rechazo del modelo de cinco factores.

Con el objetivo de mejorar el ajuste de los datos, se afiaden los métodos de medi-
da (S, C y E) como factores comunes entre las v.o0., esto conduce a la siguiente especi-
ficacion

x=Aft + 6 [69]
donde
—)\" 0 0 0 o0 MNgoO0 o _\
0 N, 0 0 0 Ag O o
0 0 Aj; 0 0 AgoO o
0 0 0o N0 Mg O O
0 0 0 0 A5 Ag o0 o
Aq 0 0o o0 o o M\, o
o N, 0 0 o0 o MN; o0
A=] 0o o Nj 0 0 0 Ay 0 [70]
0 0 0 Ny 0 o0 Ay O
0 0 0 0 Ao Ago
Auo o0 o o o o Mg
0 Njno0 o0 0 0o o0 Ay
0 0 Ajz; 0 o0 o0 o0 N
0 0 0 MNgyo o o Mg
0 0 ‘0 0 ANy o0 0 Mg
E(x) = E(§) = E@9) = 0 (71
E¢E6’) =0 [72]
E@88’) = 0, diagonal (73]

adicionalmente se asume incorrelacién entte métodos y rasgos, lo que induce cierta
forma caracteristica en la matriz de cotrelaciones entre factores

— —

1
¢12 l
215 :;23 ;) 1
- 14 24 34

=] 6 b by 00 1 (74]
o o o o o 1
o 0o 0 o0 o0 ¢, 1
o 0 0 0 o0 ¢y ¢, 1
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Aunque este modelo proporciona un valor de x2_,, = 57.46, el criterio de par-
quedad, siempre presente en el modelado, al ser ¢ = 1 aconseja considerar como
congenéricos los métodos-factores de Autoevaluacion (&;) y el del equipo de profesores
(&¢), integrindolos en un tGnico factor (&4). Los resultados obtenidos con el programa
LISREL IV, son

TaBLA 33. Estimaciones de: (a) la matriz factorial; (b) las entre rasgos-métodos; (c) las varianzas
residuales del modelo propuesto.

LISREL ESTIMATES

LAMBOA X
kST 1 KSI 2 xs1 3 KSI & KSI 5 KSI 6 KSI 7
AFIRC(EY 0_.871 0.000 0.000 0.000 0.000 0.107 0.00¢
ALEG(E) 0.000 0.836 0.000 0.000 0.000 0.017 0.00¢
SERICE) 0.000 0.000 0.573 0.000 0.000 -0.296 0.00(
EQUICE) 0.000 0.000 0.000 0.781 0.000 -0.253 0.00(
INTECE) 0.000 0.000 0,000 0.000 0.689 -0.337 0.00(¢
AFIR(C) 0.829 0.000 0.000 VU0V 0.000 0.000 0.162
ALEG(C) 0.000 0.696 0.000 0.000 0.000 0.000 0,294
SERI(C) 0,000 0.000 0.722 U.000 0.000 0.000 0.32¢
EQUI(C) 0.000 0.000 0.000 0.213 0.000 0.000 0.53¢
INTECC) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.599 0.000 0.44(
AFIR(S) 0,552 0.000 0.000 0.000 0.000 0.110 0.00C
ALEG(S) 0.000 0.454 0,000 0.000 0.000 0.221 0.00C
SERICS) 0.000 0.000 0.427 0.000 0.000 0.227 0.00C
£QUI(S) 0.000 0.000 0.000 V.429 0.000 0.380 0.00C
INTECS) 0,000 0.0n0 0.000 0.000 0.697 0.622 0.00(¢
PHI (a)
KSI 1 KSI 2 KSI 3 KST & KSI S KSI 6 KSI 7
XSI 1 1,000
KSI 2 0.559 1.000
ksl 3 -0.371 -0.438 1.000
XSI 4 0.380 0.662 -0.081 1.000
KSI S5 0.548 0.291 -0.023 U.430 1.000
kst 6 0.000 0.000 0.00V0 V.00V 0,000 1.600
KsI 7 0.000 0.000 0.000 9.000 0.000 -0.208 1.00
THETA DELTA (b)
AFIR(E) ALEG(E) SERI(E) EQUICE) INTECE)
0.239 0.302 0.583 0.318 0.391
AFIR(S) ALEG(S) SERI(S) €QUI(S) INTE(S)
0.689 0.751 0,767 0.678 0.166
AFIR(C) ALEG(C) SERICC) €QUI(C) INTECC)
0.291 0-468 0.349 0.676 0.623

(c)

2. Saris y otros, basindose en los resultados de una encuesta sobre comportamien-
to electoral, quieren determinar mediante MMM: a) Si el encuestado podia propor-
cionar mis informacioén de la que realmente se recoge con el procedimiento clisico de
la escala de categorias. b) Si los resultados difieren sustancialmente de los obtenidos
utilizando otros métodos de medidas.

¢ En Psicofisiologia, sc admite generalmente que el sujeto almacena sus sensaciones como puntuaciones
cn un continuo, y por tanto es capaz de reproducirlas en una escala cuantitativa. Esto sugiere que puede ob-
tenerse mayor informacion del sujeto que la recogida por una escala ordinal como la de categorias, sirvién-
donos, por ejemplo, de los llamados procedimicntos «de comparacién» de Stevens (1966: $30-541; 1975).
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En una muestra de 60 individuos se seleccionaron tres variables, tipicas en estudios
«del voto»: Identificacién con un partido, £,; Confianza en un candidato, £,; y Prefe-
rencia por un candidato, £,. Cada una de ellas se midié de tres formas distintas: en
una escala de categorias (c); asignando un nimero (n); o segiin la longitud de una
linea (1), que el encuestado trazaba.

Independientemente del modelo causal en el que se relacionasen las variables «del
voto», puede considerarse el modelo de medida de la fig. 6, en el que se explicita el
posible efecto de los distintos métodos de medida en los patrones de relacion entre
v.0.

El modelo matemitico que traduce el diagrama de la fig. 6, consta de anilogas
ecuaciones que las referidas en el ejemplo anterior, si exceptuamos aquellas [70], [74],
que corresponden a la matriz de ponderaciones, y a la de correlaciones entre los facto-
res, cuya especificacion puede encontrarse en el programa de la tabla 33.

FIGURA 6. Modelo de medida de las tres variables del voto evaluadas por tres métodos (£,, £,, £,).

El conjunto de sentencias requeridas por el programa LISREL IV, para la especifi-
cacién del modelo confirmatorio de AF que se corresponde con el diagrama causal de
la fig. 6, son extraordinariamente sencillas. La secuencia de tablas que se presentan a
continuacion detallan dicho programa, junto con las estimaciones de los parimetros y
algunas de las habituales comprobaciones del modelo que el listado propotciona.
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TaBLA 33. Especificacion del programa correspondiente al modelo de la fig. 6, para su anilisis

con el LISREL IV.

AFC MMM, 1(V)
DA NI=9 NO=60 MA=KM

KM FU
*

LABELS

(AB8)
PIC
ccc
cec
PIL
ccL
cPL
PIN
CCN
CPN

SELECT

147
MODEL
PA LX

Q000222000
Tda=a20000000

NOOO0=2=2D *:OOOQOO-‘-‘-‘#
o

-
» 00020

n
-“~0000

(7]
-y
»
»
-y

START
ou

UN=2 FO
25836 9/
NX=9 NK=6 TD=DI,FR
100
010
001
100
010
001
100
010
001
0
10
110
o ALL
o7 PH(1,2) PH(1+3) PH(1,4) PH(1,5) PH(1+,6) C
PH(2+,3) PH(2,4) PH(2,5) PH(2,6) C
PH(3s4) PH(3,5) PH(3,6) C
PH(4s5) PHCAs6) C
PH(S,6)
1 PH(1,1) PH(2,2) PH(3,3) PH(&r4) PH(S,S) PH(6,6)
PM MR SE FD FS TV YO
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TasLA 34. Estimacién de los parimetros y vetificacion del modelo referido en el programa de la
tabla antetior.

AFC. M. 1(V)
LISREL ESTIMATES

LAMBDA X
KSI 1 K8I 2 KSI 3 KSI 4 KSI 9 KSI &
Plc 0. 781 0. 000 0. 000 0. 443 0. 000 0. 000
PI1l 0. 945 0. 000 0. 000 0. 000 0. 218 0. 000
PlIn 0. 950 0. 000 0. 000 0. 000 0. 000 0.131
CCc 0. 000 0. 841 0. 000 0.310 0. 000 0. 000
CcC1 0. 000 0. 905 0. 000 0. 000 0. 358 0. 000
CCn 0. 000 0. 884 0. 000 0. 000 0. 000 0. 434
CPc 0. 000 0. 000 0.7351 0. 651 0. 000 0. 000
CP1 0. 000 0. 000 0. 792 0. 000 0. 639 0. 000
CPn 0. 000 0. 000 0. 783 0. 000 0. 000 0. 379
PHI
KSI 1 KSI 2 KSI 3 KSI 4 KSI 5 KSI &
KSI 1 1. 000
KSI 2 0.833 1. 000
KS1 23 0. 932 0. 930 1. 000
KSI 4 0. 000 0. 000 0. 000 1. 000
KSI 9 0. 000 0. 000 0. 000 0. 467 1. 000
KSI & 0. 000 0. 000 0. 000 0.378 0. 922 1. 000
THETA DELTA
Plc PIl Plw CCc ccl CCn
1 0. 1469 0. 063 0. 084 0. 152 0. 062 0. 032
THETA DELTA
CPc CcP1 CPn
1 -0.017 =0. 022 0. 062
TEST OF GOODNESS OF FIT
CHI SQUARE WITH 12 DEOREES OF FREEDOM IS 6. 8396

PROBABILITY LEVEL = 1.0000

Saris y otros (1982), llegan a la conclusién de que realmente puede obtenerse mis
informacién de la que se obtiene en una escala de categorias utilizando métodos
psicofisicos de comparacion. El interesado puede consultar Pipjer y Saris (1979), para
mayor informaci6én sobre el sesgo en las estimaciones de los parimetros estructurales,
que relacionan las variables PI (§,); CC (¢); y CP (&), al utilizar la escala de
categorias.

Desde esta perspectiva confirmatoria, Jéreskog ha planteado modelos cada vez mis
generales: Analisis de la estructura de las matrices de Variancia-Covariancias, ACOVS
(Joreskog, 1981: 65-92), y las recientes vetsiones del planteamiento LISREL, para ana-
lizar cualquier tipo de relaciones de estructura lineal (Joreskog y Sorbom, 1978;
1981). Véase también para mayor informacién Saris (1980: 205-224; 1978), Batista
(1982) y Batista y Cuadras (1983).
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TABLA 35. Matriz reproducida (SIGMA = R), segiin las estimaciones de la tabla 34. Evaluacion
del desajuste a través de los residuos, R — R.

S10MA
Plc PIl PIn CCc ccl1 CCn
Plc 0.978
PI1 0.784 1. 008
PIn 0. 764 0. 924 1. 003
CCc 0. 698 0. 709 0. 696 0. 9689
cc1 0. 663 0. 790 0.739 0.831 1. 009
CCn 0. 648 0. 783 0.736 0.811 0. 943 1. 001
CPc 0. 837 0.728 0. 697 0. 803 0.741 0. 724
CP1 0.710 0. 837 0.778 0. 726 0. 896 0. 907
CPn 0. 668 0. 807 0.770 0. 693 0. 8350 0.89%
SIOMA
CPc CcP1 CPn
CPc 0. 971
CcP1 0. 789 1. 014
CPn 0.731 0. 961 1. 008
RESIDUALS : S - SIOMA
Plc PI1 PIn CCc ccl cCn
Plc 0. 022
PI1 0. 016 -0. 003
PIn 0. 006 -0. 004 -0. 003
CCc 0. 042 0.011 0. 034 0.011
cC1 0. 027 -0. 030 -0. 019 0. 009 -0. 009
CCn 0. 022 -0. 013 0. 004 -0. 001 -0. 003 -0. 001
CPc 0. 033 0.012 0. 023 0. 027 0. 009 0. 006
cP1 0. 020 ~0.017 -0. 008 0. 014 -0. 016 -0. 007
CPn 0. 032 -0. 027 -0. 010 0. 03% 0. 000 0. 003
RESIDUALS : 8 - SIOMA
CPc CcPl CPn
CPc 0. 029
CP1 0.011 -0.014
CPn 0.019 -0. 011 -0. 008
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TaBLA 36. Valores del estadistico [66], para comprobar la significacién individual de las estima-
ciones de cada uno de los parimetros del modelo.

AFC. MMM. 1 (V)

T-VALUES
LAMBDA X
KSI 1 KSI 2 KSI 3 KSI 4 KSI 9 KSI 6
Plc 6.918 0. 000 0. 000 4. 247 0. 000 0. 000
PI1 9. 168 0. 000 0. 000 0. 000 1. 524 0. 000
PlIn 9. 447 0. 000 0. 000 0. 000 0. 000 0.877
CCc 0. 000 8. 121 0. 000 3.010 0. 000 0. 000
cC1 0. 000 8. 045 0. 000 0. 000 2. 634 0. 000
CCn 0. 000 7. 3350 0. 000 0. 000 0. 000 3. 464
CPc 0. 000 0. 000 5. 491 S. 054 v. 000 0. 000
CP1 0. 000 0. 000 S5.156 0. 000 4. 382 0. 000
CPn 0. 000 0. 000 3. 186 0. 000 0. 000 3. 504
PHI
KSI 1 KSI 2 KSI 3 KSI 4 KSI 3 KSI &
KSI 1 0. 000
KSI 2 16. 739 0. 000
K81 3 18. 478 29. 268 0. 000
KSI 4 0. 000 0. 000 0. 000 0.
KSI S 0. 000 0. 000 0. 000 2.129 0. 000
KSI & 0. 000 0. 000 0. 000 1. 440 15. 497 0. 000
THETA DELTA
Plc PI1 PIn CCc cci CCn
1 3. 116 2. 186 2. 228 3. 921 3.153 1.778
THETA DELTA
CPc CP1 CPn
1 - -0. 279 -0. 718 3. 013
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3. Analisis Factorial de Cotrespondencias

Por José Miguel Garcia Santesmases

3.1. Introduccién

La rapida generalizacion del uso de esta técnica de anilisis de datos se debe funda-
mentalmente a lo adecuada que resulta su utilizacién para atacar problemas de anili-
sis donde juegan un papel importante las variables nominales.

El impulso inicial fue dado por la escuela francesa de anilisis de datos y a uno de
sus fundadores, J. P. Benzecri, puede citarse como el primer autor de esta técnica en
lo que se refiere a sus aspectos descriptivos y algebraicos; es decit, al ataque de tablas
de contingencia fuera del marco de la estadistica inferencial clasica.

La utilizacion de esta técnica responde a la necesidad de profundizar en las rela-
ciones de dependencia que se establecen entre dos variables categéricas observadas en
una misma poblacién, incidiendo sobre todo en explicar cémo los distintos valores o
categotias de ambas variables se relcionan unos con otros.

Las consideraciones que se hacen para llegar a los resultados son de cardcter ge-
ométrico y estin dentro de las técnicas descriptivas de la estadistica, no pudiendo de-
bido precisamente a esto extender en principio ninguna de las conclusiones que se ob-
tengan mis alld del conjunto colectivo observado.

El tipo de resultados a los que se llega tiene por tanto un caricter meramente
descriptivo del colectivo estudiado, siendo especialmente idéneo para aplicarlo a si-
tuaciones donde sean pocas o ninguna las hipétesis previas de trabajo y se requiera un
anilisis exploratorio de la situacién a tratar (a través de una muestra del colectivo en
estudio) con el fin de establecer los puntos de partida de anilisis posteriores.

El objeto del anilisis de correspondencias son las tablas de contingencia o tablas
que cruzan dos variables categdricas. Existe una generalizacién del método a mis de
dos variables categoricas, llamado anilisis de correspondencias miltiples, que lo hace
especialmente til en situaciones multivariables categdricas.

Vamos a desarrollar primero el método simple o el anilisis de una tabla de contin-
gencia.

3.2. Correspondencias simples

Sean X e Y las variables que forman la tabla de contingencia, con «p» y «g» valo-
res o categotias respectivamente.
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Denotamos la tabla en la siguiente forma:

Y .
1 2
X 7 9
1 7y, 7y, ny 7,
2 7%y 7y ny %4
p m %p2 7y %pq

donde 7; designa el niimero de unidades observadas que toman el valor 7 en la va-
riable X y el valor y en la variable Y.

q
N=f: P
i=1 j=1
Sea
- t=1,..,p
% N fj=1..,9
q
=Xt
=1
p
f-i=Eﬁ/

Esta técnica también se puede aplicar a cuadros o tablas de nimeros positivos que
no sean necesatiamente tablas frecuentistas o de recuento. Asi podemos considerar la
distribucién del Producto Nacional Bruto entre los sectores Agricola, Industrial y de
Servicios observada en un determinado conjunto de paises, tal y como aparece en la
tabla 1.

Las preguntas que nos hacemos a la hora de establecer el tipo de dependencia que
se da entre las variables X e Y pueden reducirse a:

1. ¢Qué categorias de la variable X se comportan de forma similar respecto de la
variable Y? (Anilogamente para las categorias de la variable Y respecto de X).

2. ¢Cuiles son los valores de Y que no influyen en una determinada categoria de
x?

3. ¢Qué tipo de representaciones grificas pueden visualizar los resultados obteni-
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ANALISIS FACTORIAL DE CORRESPONDENCIAS

TABLA 1. Matriz de Datos.

A —_—_— . S T - — - - - -

1" "AGRI INDU SERV
1T ¥, 1055, 15454 3000,
ARGE 13, 46 4le 100

|
BOL1 | 17. 29e 54, 100,
BRAS | 11. 38. 5l¢ 100,
CHIL | Se 37. S5e 100,
CoLo | 29 28 43. 100
casTY | 19, 26e €% 1006
ECUA { 15« 37. 486 100
SALYV i 28, 22« 50. 100,
GUAT | 260 20e 4 1006
HOND { 32. 26 ¢ 42 100,
MEJI ! 10. 38, 52 100,
NICA | 29e 286 43« 100,
PANA | 23. 21, 56 100,
PARA I 31. 24e 4% 100
PERU | 10¢ 43, 47« 100.
REDO | 19 26e 55« 100.
URUG | 13, 37« 50 100
VENE { 6e 47 o 47« 100.
EEUU | 3. 34, 63¢ 100
CMANA | 4e 33, €3e 100,
ALEM { 2e 49, 49« 100,
BELG | 2 37. €le 106G,
DINA l 5¢ 59, 36e 100¢
ESPA | 9. 31. 60 100,
FRAN | 5 34. €le 100G
ITAL { Te 43, S0« 100,
PBAJ { G 37. 59 100,
PORT | 13¢ 47 40, 100,
INGL { 2e 36e 62 100.
JAPO | 5¢ 42 £3« 100

dos anteriormente, de forma que la alteracién producida por estas representaciones en
los datos observados sea minima?

Para contestar a estas preguntas procedemos a la construccién y anilisis de las nu-
bes de puntos generados por ambas variables.

77



3.2.1. Construccion de las nubes de puntos

® Nube de puntos en R?

Consideramos cada una de las categorias de la variable Y como un punto en un
espacio de p dimensiones que cotresponde a cada uno de los valores que toma respec-
to de la variable X-normalizado respecto del nimero total de efectivos.

Si nos fijamos en la categoria s de Y, que denominamos punto columna f, repre-
sentamos este punto en R’ a través del vector

(% L. &)
A A

que corresponde en términos frecuentistas a la distribucién de X condicionada al valor
fde Y.

Asi, en la tabla 1 podemos construir 3 puntos columnas que corresponden a las
variables AGRI, INDU, SERV, situados en un espacio de treinta dimensiones.

Por ejemplo:

AGRI = 13 . 17 i 11 ,'“'_5_
400 400 400 400

® Nube de puntos en R?

De la misma forma en que construimos la nube de puntos en R? construimos una
nube de puntos en R?, formada por los perfiles de las filas.

Tendremos p puntos filas correspondientes a las p categorias de la variable X; asi,
la categoria 7, que denominaremos punto fila 4, vendra dada por el vector:

(&.%... £)
L5

En la tabla 1 tendremos 30 puntos fila correspondientes a los petfiles de los 30

paises considerados.
Por ejemplo Brasil esta representado por:

BRAS = (_13_ A6 _41_)
100 ° 100 ' 100

Tanto en R? como en R, en las nubes de puntos consideradas las proximidades
entre los puntos pueden interpretarse como proximidades entre las categorias que
tepresentan; ast PBAJ y BELG estin mis cerca que PBAJ y BRAS.
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3.2.2. Distancia de Benzecri

Con el fin de dar una idea mis precisa de las proximidades entre los puntos en ca-
da uno de los espacios considerados, les dotamos de una distancia que nos da dichas
proximidades. Tomatemos para ello la distancia de Benzecri, basada en la Gi cuadra-

do.
Distancia en R?.
Sean 7y 7* dos puntos columna que vienen representados respectivamente por:

(G b B) y (S de o )
f,' f.,' fj fj f/ fl

La distancia al cuadrado entre los puntos 7y 7' viene dada por:

7= & — (f} - j—})

que a diferencia de la métrica euclidea pondera cada sumando con los inversos de los
tanto por uno de los efectivos en cada fila.
Anilogamente definimos la distancia entre filas en R?. Asi, sean 7 e #* dos puntos

fila en R¢

d","=qL f;,_ﬁ,,)z
(z, 1') ,Z::l 7, (zl— Zl

La justificacién de la eleccién de dicha distancia se basa en que cumple con la pro-
piedad de invariancia, que se puede expresar del siguiente modo:

«Si agregamos o juntamos dos columnas (filas) para formar una sola, con tal de
que sus petfiles sean idénticos la distancia entre filas (columnas) queda inalteradas.

Es decir, si se diese en nuestro ejemplo el caso de que dos paises presentasen la
misma distribuciéon del P.N.B. en los tres sectores considerados, se podria considerar
una nueva tabla con las mismas filas que la antigua, pero suprimiendo las de los dos
paises con la misma distribucién e incluyendo una nueva que recogiese la suma de los
efectivos de dichos paises; en la nueva tabla, las distancias entre las columnas o secto-
res permanecen invariables.

Esta propiedad hace adecuada su utilizacién en el problema que nos ocupa, pues
permite identificar aquellas filas (columnas) que sean semejantes sin que varien sen-
siblemente las posiciones de las columnas (filas).

A los puntos que definen la nube en R? o puntos filas, los vamos a ponderar con
sus marginales; es decir, el punto fila 7 vendrd ponderado por f,

De la misma forma para los puntos columnas en R’. Asi, el punto columna s
vendri ponderado por £,

En nuestro ejemplo, todas las filas tienen la misma ponderacién o peso y vale
100/3000.
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Por el contrario, las columnas estin ponderadas de forma distinta: AGRI tiene una
ponderacién de 400/3000, INDU tiene una ponderacion de 1055/3000 y SERV tiene
una ponderacién de 1545/3000.

3.2.3. Notacion

En el desarrollo que sigue emplearemos la siguiente notacién matricial.
Si llamamos F a la matriz de frecuencias relativa de la tabla de contingencia

’_f;l f;z ene /;q ]

o Jfu o Sy
F =
Lf,;l f;l f/’q
Sea D, la matriz diagonal
’_f;. o «ee O ] Fl/f; o et O 7]
0 f; e 0 0 I/f;_ e 0
D, = N
o o 5 K o e A,
que recoge las marginales de las filas.
Sea D, la matriz diagonal
-fl 1] e O ] —llfl o e O ]
o [, .. o 0 1/, ..o
Dq = » Dt o=
) 0 fq_ | o o ces llfq_

que recoge las marginales de las columnas.
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Se tiene:

fo fo L
h

Lo A
o fa S
D;'F = F/A S £

fo foo .. T
% I/

que recoge en sus filas los puntos de la nube definida en Re.

Anilogamente,
(fo Lo L]
£ 1o fq
b fa . L
PD;I; f-l fz fq
fo Jpo o fu
| f f T f ]

recoge en sus columnas los puntos de la nube definida en R?; luego las filas de la tras-
puesta de dicha matriz, D; 'F*, representan a estos puntos.

De la misma forma utilizaremos la notacién matricial para representar a los pesos
o ponderaciones de los puntos de cada nube, asi como las distancias entre ellos.

D, matriz con los pesos de los p puntos en R”.
D, matriz con los pesos de los g puntos en R?.
D;' matriz que define la distancia en R?.

D;' matriz que define la distancia en Rv.
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tendremos que la distancia entre los puntos 7 e 7* de R4, en términos de D;t, vendra
dada por:

i = S
A
fo _ fo
f. £
pine(fa — S fa _ S fa _fu\pa |
"l(”)(f,. R A f)
fy _ 1
£ f

anilogamente para cualquier par de puntos 7, s° de Re.

Dado que el objetivo del anilisis de correspondencias es estudiar las relaciones que
existen entre las filas y columnas de una tabla de contingencia y debido a que las re-
presentaciones geométricas de las filas (columnas) estin en espacios de dimensiones.
grandes ¢(p), el método que emplearemos para estudiar dichas relaciones seri el de
obtener subespacios de R#(R?) de dimensiones pequefias que mejor se ajustan a dichas
nubes de puntos, estudiando las relaciones que existen entre dichos subespacios.

3.2.4. Ajuste de un subespacio a una nube de puntos

Sea X, matriz de orden (p, g) que representa las ¢ coordenadas de p puntos en
R7; sea M, matriz simétrica definida positiva que define la métrica en R?; sea P,
matriz diagonal de orden (p, p) cuyos elementos son los pesos de los p puntos.

Para encontrar el subespacio de R? de dimensién / < g que mejor se ajusta a la
nube de puntos, comenzaremos por buscar el subespacio de dimensién 1 que mejor se
ajuste. El criterio de ajuste que emplearemos es el de los minimos cuadrados, que en
nuestro caso se traduce en la siguiente expresién a optimizar.

Sea #, vector de norma 1 que engendra el subespacio de dimensién 1 a localizar.

XMu representan las proyecciones de los p puntos sobre el eje definido por .

Se trata de maximizar la suma ponderada de los cuadrados de las proyecciones,
condicionado a que # sea de norma 1; es decir, #, vendri dado como solucién al
problema

Max #MX'‘PXMu, | w'Mu, = 1
"

La solucién de dicho problema nos da que #, es el autovector de la matriz X*PXM
asociado al mayor autovalor de dicha matriz.
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Luego:
X'PXMu, = \u,

a #, le llamamos primer eje factorial.
A Mu, = ¢,, operador proyeccidn, le llamaremos primer factor; este factor es de
norma 1 definida por la métrica M~!; es decir:

Mo, = wMM-'Mu, = wiMu, = 1

Para calcular el subespacio de dimensién 2 que mejor se ajusta a la nube de pun-
tos, basta con calcular el subespacio de dimensién 1 que mejor se ajusta a la nube
entre todos los ortogonales al #, previamente calculado, ya que el «mejor» subespacio
de dimension 2 contiene al mejor subespacio de dimensi6én 1.

Sea %, el vector de norma 1 que engendra este subespacio, #, nos viene dado como
aquel que resuelve el problema de miximo:

Max ! MX'PXMu, | w'Mu, = 1 ; &:Mu, = 0
y "

y este es el autovector asociado al segundo mayor autovalor de la matriz X*PXM.
Denominaremos:

%, segundo eje factorial.
Mz, = ¢, segundo factor.

En general tendremos:

El subespacio de dimensién / < ¢ que mejor se ajusta a la nube de puntos en R,
definida mis arriba, estid engendrado por los / autovectores de la matriz X*PXM aso-
ciados a los / mayores autovalores de dicha mattiz.

Al a-&imo autovector de X*PXM, ordenado segiin el valor de su autovalor, lo lla-
maremos a-&ximo eje factorial.

u, a-ésimo eje factorial.

¢, = Mu, a-&imo factor.

Calculo de los factores en R4

Aplicando los resultados anteriores a la situacién definida por:

X:Dp'lF
1"f=D‘;l
N =D,

tendremos:

El eje factorial a-&simo #_ de la nube definida en R¢ viene dado por el autovector
asociado al a-ésimo autovalor de

§ = FiD;\FD;1
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siendo el elemento (5, s') de §:
s, = & L
i S 7
¢, = D;'u, es el a-éimo factor.
Las proyecciones de los ? puntos de la nube R? sobre el eje vienen dadas por

D;'FD;'u, = D,'Fp,

Calculo de los factores en R?

Anilogamente al caso en R? el a-ésimo eje factorial es el autovector asociado al a-
€imo autovalor y, de la matriz:

FD;'PD;!
Designamos por v, al a-ésimo factor que viene dado por:

Vo = Dy,

Las proyecciones de los ¢ puntos de R? sobre v, vienen dados por:

Dq‘ 'Pp,

Relaciones entre los resultados obtenidos para R y R?
Por los anteriores resultados sabemos que se cumple:

FD;'FD;'w, = \p,

(2) PD;'FD;'u,

m#,

Como las matrices FD;'PD;' y PD; 'FD; tienen los mismos autovalores no nulos se
tiene que

A = My
premultiplicando (2) por FD,' tenemos:
FD;'FD;(FD;'u;) = \(FD;'u,)
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luego, FD;'%, es €l autovector asociado a )\, y, por tanto, proporcional a »,. Como »,
tiene norma 1 y ademds se cumple que

w,D;'PD;'FD;'u, = N\,

ya que es la funcién objetivo a maximizar y tomaba su miximo para #, con valor \,,
se tiene:

1
v = ———FD;'s,

VA,
En general:
1 FD-1
Ve = s %,
_ 1 PD—I
8, = N L

S
|
5,
]

Si designamos por ¥, ¢, los vectores de las proyecciones de las nubes de puntos
sobre los a-ésimos ejes factoriales de R? y R?, respectivamente, se tiene:

A

Pa
¥. = Y\, ¥, proyecciones de los puntos de Rv.

v\, ¢, proyecciones de los puntos de R*.

y se establecen las siguientes relaciones baricéntricas entre las coordenadas de las pro-
yecciones

5 1
T

D;'Py,

: 1
¢n=\/'x7'

D;'Fy,
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o lo que es igual:

a 1 q f R
.= LA

eI E L
5 1 2 f
LS — LL4 .
=R E

3.3. Ejemplo de aplicacion de las correspondencias simples

A la hora de llevar a la prictica esta técnica, y debido a los resultados anteriores,
serd suficiente con resolver el problema de la representacion de una de las nubes de
puntos, pues en funcién de las relaciones baricéntricas a las que hemos llegado
siempre es posible resolver una nube a partir de la otra.

Se tomari la nube de puntos definida en el espacio de dimension mis pequeiia,
sea éste R?; se extraerin como miaximo los g mayores autovalores, pues debido a las
relaciones que ligan a los puntos de la nube

fi =1
A

g

éstos se encuentran en un subespacio de dimensién g — 1.

Para la tabla 1 tomaremos la nube de puntos fila o paises, pues estando definidos
en R?, solamente tendremos que extraer dos ejes factoriales que corresponden a los
autovalores

0.09317
0.019432

u;

u,

y que representan respectivamente 81.062% y 18.93% de la variabilidad total.

Estos valores nos permiten establecer la importancia relativa de cada eje factorial y
por tanto la de los planos que formemos combinando estos ejes.

En nuestro caso el plano factorial formado por los dos priméros ejes recoge un
100% de la variabilidad, teniendo definidos correctamente los puntos que representa-
mos en &l

No seri en general este el caso en aquellas situaciones donde tanto p como g san
mayores que 3, debiendo tener cuidado en las interpretaciones que se hagan a la vista
de los planos observados, puesto que los puntos en ellos representados sufririn defor-
maciones tanto mis fuertes cuanto menor sean los porcentajes de variabilidad que re-
cogen estos ejes.

Las proyecciones de los puntos sobre el plano definido por los dos ejes extraidos
para la tabla 1, vienen dadas en las figuras 1 y 2 que cortesponden a las tablas 2 y 3.
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TABLA 2. Coordenadas de los puntos-fila en los 2 primeros ejes.

FACTOR 1 FACTOR 2
ARGE - 67 224
BOLI 130 -7
BRAS - 76 23
CHIL —149 - 45
COLO 451 98
COST 199 -103
ECUA 34 65
SALV 457 - 44
GUAT 416 118
HOND 540 104
MEJI —102 7
NICA 451 98
PANA 331 —145
PARA 525 46
PERU —-129 113
REDO 199 -103
URUG - 18 34
VENE —256 134
EEUU - 264 —189
CANA -232 ~194
ALEM -372 112
BELG —307 —141
DINA -348 372
ESPA - 9 —156
FRAN -211 -157
ITAL —208 65
PBAJ —254 —-109
PORT -7 245
INGL -301 -162
JAPO —255 12

TaBLA 3. Coordenadas de los puntos-columna sobre los 2 primeros cjes.

FACTOR 1 FACTOR 2
AGRI 712 89
INDU —202 162

SERV — 44 —132




A veces resulea fitil superponer las proyecciones de los punos fila y los puntos co-
lumna para formar un tnico plano donde podamos situar filas y columnas. Las po-
sibles interpretaciones que puedan hacerse de esta representacién conjunta se justifi-
can por las relaciones baricéntricas.

En éstas, la coordenada de un punto fila (columna) sobre un eje se puede expresar
como la medida ponderada de las coordenadas de los puntos columna (filas) sobre ese
mismo eje, salvo el factor multiplicativo 1/v/,.

En la figura 3 aparece esta representacion conjunta, a partit de la que podemos
hacer las siguientes interpretaciones.

Si tomamos un punto fila, por ejemplo FRAN que representa Francia, observamos
que los puntos columnas que mis influyen en su posicion son: SERV, INDU y AGRI,
en este orden. Este tipo de anilisis lo podemos hacer para cada punto fila o pais ob-
servando que hay un conjunto de paises que se comportan de forma similar a Francia
y que se oponen horizontalmente a los paises con predominio de un PNB en Agricul-
tura (Honduras, Paraguay, etc...) y verticalmente a aquellos donde predomina la In-
dustria respecto de los Servicios (Venezuela, Alemania, etc.).

Estas interpretaciones son vilidas para la tabla que hemos tratado, pues tal como
se comentd mis atriba, en la representaciéon bidimensional estudiada no se pierde nin-
guna informacién.

Para otras tablas de datos, de dimensiones mayores, en las representaciones planas
que se construyen combinando los ejes extraidos habra que tener mis cuidado con las
interpretaciones, pues dependeri de lo bien o mal que los puntos filas o columnas es-
tén representados en el plano elegido para dar validez a las anteriores interpreta-
ciones.

Ademis de la importancia relativa de cada eje, que viene dada por el porcentaje
de variabilidad que se lleva, y que representa el autovalor asociado a dicho eje cuyo
valor viene dado por la expresion

N=E/f#i= L FAN ey

7

consideraremos expresiones que nos dan: 1) la importancia que tiene cada punto en la

definicién de un eje y, 2) la calidad de la representacidn de un punto sobre un eje,

que vienen dadas respectivamente por las contribuciones absolutas y relativas.
Contribucién absoluta del punto 7 para definir el eje.

C‘(/; @) = f[(\/)‘_a‘Pa[')z
)

(4

representa el porcentaje de la inercia o variabilidad del eje definido por el punto ;.
Se cumple:

E Ca(a’ /) =1

7
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Calculando las contribuciones absolutas para cada punto fila (columna) podremos
establecer qué puntos fila (columna) con los que mis contribuyen en la definicién de
un eje y que al mismo tiempo sugieren una posible interpretacién del mismo.

En las tablas 4 y 5 aparecen las contribuciones absolutas de los puntos filas y co-
lumnas de los dos ejes extraidos sobre los datos de la tabla 1.

TaBLA 4. Contribuciones absolutas de los puntos-fila a los 2 primeros ejes.

FACTOR 1 FACTOR 2
ARGE 2 86
BOLI 7 9
BRAS 2 1
CHIL 9 4
COLO 81 17
COST 16 18
ECUA 0 7
SALV 84 3
GUAT 69 24
HOND 117 19
MEJI 4 0
NICA 81 17
PANA 44 36
PARA 110 4
PERU 7 22
REDO 16 18
URUG 0 2
VENE 27 31
EEUU 28 62
CANA 22 65
ALEM 56 22
BELG 38 35
DINA 49 237
ESPA 3 43
FRAN 18 43
ITAL 18 7
PBAJ 26 21
PORT 2 103
INGL 37 46
JAPO 26 0

Si nos fijamos en las contribuciones de los puntos columnas a los dos ejes conside-
rados, observamos que el 1.¢ eje estd definido por AGRI con una contribucién abso-
luta de 812 sobre 1.000, mientras que el 2.° eje estd definido por INDU y SERV con
contribuciones de 473 y 472 respectivamente, en este dltimo podemos observar que
existe una oposicién entre estos dos puntos pues sus coordenadas tienen signos opues-
tos, 162 y — 132 respectivamente (véase Tabla 3).
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TaBLA 5. Contribuciones absolutas de los puntos columna a los 2 primeros factores.

FACTOR 1 FACTOR 2
AGRI 812 54
INDU 175 473
SERV 13 472

La interpretacién que sugieren estos valores puede ser la siguiente:

Los puntos se sitilan a lo largo del eje horizontal o primer eje, de acuerdo con la
importancia que tiene la agricultura en el P.N.B. Dado que en este eje existe una
oposicién de signo entre AGRI ¢ INDU y SERV, podriamos pensar que en este eje
agricola se oponen los paises indutrializados situados a la izquierda y los paises no in-
dustrializados situados a la derecha. Un pais se situari tanto mis a la izquierda cuanto
menos importancia tenga la agricultura en su PNB.

Ademis este eje recoge un 81.062%, lo que indica que se lleva casi toda la va-
riabilidad de la nube de puntos, pudiendo considerarlo como un buen factor a la hora
de clasificar los paises. La oposicion entre INDU positivio y SERV negativo en el 2.°
eje, nos va a situar a los puntos fila o paises tanto mis arriba cuanto mis importancia
tengaen el P.N.B. la actividad Industrial frente a los Servicios. Asi vemos que Bélgica
y Alemania, con una situacién muy similar sobre el eje horizontal, se oponen en el eje
vertical con lo que siendo paises con una importancia relativa semejante en cuanto a
su componente agticola, en uno de ellos priman mais los Servicios y en el otro la In-
dustria.

Muchas veces no es suficiente con dar un interpretacion a los ejes que definen un
plano para establecer una acertada clasificacién de los puntos que se sitiian sobre el
mismo.

Aunque éste no es nuestro caso por tratarse de una representacién que recoge el
100% de la inercia, en otras muchas situaciones los planos que interpretamos no reco-
gen toda la variabilidad y una vez hecha la interpretacion de los ejes a partir de las
contribuciones absolutas de los puntos a cada eje es necesario preguntarse por lo bien
o mal que éstos definen a los puntos situados sobre ellos. Para medir la calidad de la
representacién de los puntos situados sobre un eje consideraremos las contribuciones
relativas de un eje en la definicién de un punto.

La contribuci6n relativa de un eje en la explicacién de un punto 4, la definimos
como la proporcion de la inercia total del punto definida por el eje. Si @7, G) esla
inercia del punto 7, donde G es el centro de la nube, y &%s, G) es la inercia del punto
7 sobre el eje a-ésimo, definimos como contribucion relativa del eje a-ésimo al punto

7/

- 4 G)
Cl a) = —=——
&5, G)
Evidentemente se cumple:
YCa)=1
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En las tablas 6 y 7 aparecen las contribuciones relativas a los dos ejes extraidos a
los puntos fila y columna, respectivamente.

TABLA 6. Contribuciones relativas de los 2 primeros ejes a los puntos-fila.

FACTOR 1 FACTOR 2
ARGE 85 915
BOLI 765 235
BRAS 919 81
CHIL 913 87
COLO 955 45
COST 787 213
ECUA 210 790
SALV 991 9
GUAT 924 76
HOND 964 36
MEJI 996 4
NICA 995 45
PANA 838 162
PARA 993 7
PERU 573 427
REDO 787 213
URUG 240 761
VENE 788 212
EEUU 661 339
CANA 589 411
ALEM 917 83
BELG 824 176
DINA 469 531
ESPA 250 750
FRAN 644 356
ITAL 913 87
PBAJ 843 157
PORT 83 917
INGL 774 226
JAPO 998 2

TABLA 7. Contribuciones relativas de los 2 primeros ejes a los puntos-columna.

FACTOR 1 FACTOR 2
AGRI 985 15
INDU 613 387
SERV 103 897
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Es importante considerar estos valores cuando se tratan de establecer grupos de
puntos con comportamiento similar respecto de un par de ejes interpretados pre-
viamente. Estos (los ejes) vienen definidos por aquellos puntos que se sitdan en el
mismo o, dicho de otra manera, que la suma de las contribuciones relativas de los dos
ejes al punto es suficientemente grande. En este ejemplo, dado que los puntos se
pueden representar en dos ejes, la suma de la contribucién relativa de los dos ejes y
para todos los puntos es 1.000; por lo tanto, todos estin bien representados y no hay
problema de interpretacién. No serd este el caso cuando se necesiten mis de dos ejes
para la representacién (véase ejemplo de aplicacion de las correspondencias multiples).

3.4. Correspondencias miiltiples

El método que hemos desarrollado para el estudio del comportamiento conjunto
de dos variables categbricas se puede generalizar al estudio de mis de dos variables.

Esta generalizacion se puede hacer basindonos en el hecho de que el estudio de la
tabla F a través de un anilisis de correspondencias es equivalente al anilisis de corres-
pondencia realizado sobre la tabla de BURT generada por ésta.

La tabla de BURT, construida a partir de las variables categoricas X e Y, toma la
siguiente forma:

— -
n. o .. o n, n, ..ony,
o 7, . Py B ... Py
B_ o . on, Ny By, c.omy,
o my o ... m, n, .. o
. o n, ... o0
| 7y My ... 7y, o o cen o my |

Que es una matriz de orden (p + ¢, p + q)y simétrica.

Donde:
q
n, = E ”;j 1= lv 'P
j=1
n, = n, 71=1..,9

-
n
-
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Al realizar un anilisis de correspondencias sobre B y por ser simétrica la matriz, las
dos nubes de puntos filas y columnas son idénticas. Por tanto seri suficiente con estu-
diar una sola nube de puntos.

Se cumple el siguiente resultado:

Para todo par de factores (¢,, ¥,) asociados a un mismo valor propio obtenido de
efetuar un anilisis de correspondencias sobre las variables X e Y, le corresponde un

Vo

factor ¢, =(‘P“)obtcnido de efectuar un anilisis de correspondencias sobre la

matriz B.

La anterior equivalencia nos conduce a la generalizacién del método cuando quere-
mos estudiar el comportamiento conjunto de mis de dos variables. Para ello se proce-
derid a formar la tabla de BURT generada por dichas variables y a realizar un anilisis de
correspondencia sobre ella. Esta, anilogamente construida a partir de dos variables, es-
tard formada por bloques que correspondan a las tablas de contingencia entre los posi-
bles pates de variables.

Por ejemplo, consideremos la tabla de BURT formada por las variables X, Yy Z
con p, q y / categorias respectivamente.

La matriz de BURT asociada viene dada por:
X Y z

1L...p p+1...p+gqg p+qg+1...p+q+/
|
. |

|
! |
X . Bxx ] Bxy I Bxz
| |
|
|
Y2 ———-—r—————-:— ———————
b+ 1 I |
: |
Y . Byx | Byy : Byz
| |
P+ q ____i_ ______ i_ _______
b +qg+1 | I
| |
I I
7z ; Bzx : Bzy : Bzz
. | |
b +q+1 | |
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donde los bloques diagonales Bxx, Byy, Bzz corresponden a matrices diagonales que
contienen los efectivos existentes en cada categoria de las variables x, y, z, respectiva-
mente.

Los bloques no diagonales recogen las tablas de contingencia; asi el bloque Bxy es
la tabla de contingencia formada a partir de X e Y.

A la hora de interpretar los factores extraidos en un anilisis de correspondencias
miltiples son vilidas las relaciones a las que llegibamos y siguen manteniendo su sen-
tido las contribuciones relativas y absolutas como ayuda a la interpretacién de los fac-
tofes.

3.5. Ejemplo de aplicacién de las correspondencias miltiples

Con el fin de ilustrar la capacidad descriptiva que esta técnica tiene en situaciones
multivariables, vamos a comentar los resultados que se obtienen de aplicarla a la si-
guiente situacién®. Se ha recogido informacién sobre un total de 400 refugiados poli-
ticos residentes en Madrid y Barcelona (tabla 8).

TABLA 8. Variables y categorias del anilisis.

® Lugar de residencia BARC (Barcelona)
MADR (Madrid)

e Edad 20-25 (Entre 20 y 25 afios)
26-30 (Entre 26 y 30 afios)
31-35 (Entre 31 y 35 afios)
36-50 (Entre 36 y 50 afios)
+ 50 (mis de 50 afios)

¢ Nacionalidad ARGE (Argentina)
CUBA (Cuba)
CHIL (Chile)
URUG (Uruguay)
OTRO (Otros)

® Situaci6én juridica TURI (Turismo)
PERM (Permanencia)
RESI (Residente)
REFE (Refugiado espaiiol)
ACNU (ACNUR)
NACI (Nacionalidad)

¢ Actividad TRAB (Trabajo)
DESE (Desempleo)
PENS (Pensionista, retirado)
ESTU (Estudiante)
AMCA (Ama de casa)

1 Los datos que vamos a utilizar provienen de un estudio sobre la emigracion latinoamericana a Espaiia,
realizado por Miguel Roig y Olga Lutz, quienes amablemente nos han permitido hacer uso de sus datos.
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Con este ejemplo se pone de manifiesto la capacidad descriptiva del método,
sobre todo en su aspecto asociador de categorias de diferentes variables cuando éstas

son suficientes en niimero para hacer dificil un estudio global de ellas.

Siguiendo los pasos desarrollados en el apartado de generalizacion del método, en
primer lugar construimos la tabla de BURT asociada a las variables tratadas (ésta apa-
rece en la tabla 9), sobre la cual se procede a realizar un anilisis de correspondencias.

El segundo paso, diagonalizacién de la matriz asociada, nos da los autovalores aso-
ciados a cada uno de los factores, que interpretibamos como la importancia que cada
uno de ellos tiene respecto de la informacién que recoge tanto respecto del total como
en relacién a los otros. En la tabla 10 aprecen los autovalores asociados a los factores,
ordenados de mayor 2 menor juntamente con el porcentaje trespecto de la suma, o
inercia total y el porcentaje acumulado.

TABLA 10. Autovalores asociados a los factores.

AUTOVALORES

A la vista de estos resultados se puede afirmar:

PROCENTAJES ACUMULADOS
| 014245939 | 17.069 | 17.069
] 0.10945886 | 13,115 | 30.184
| 0.07598025 | 9.104 | 39.287
| 0.07019061 | 8.410 | 47.697
] 0.,05333518 |} 5.390 | 54,087
| 0.05006146 | 5.998 | 60.085
i 0.04737207 | 5.736 | 65.821
' 0.04522061 | 5.418 | 71.239
i 0,03957317 | 4,741 | 75.981
i 0.03640264% | 4,362 | B80.342
| 003229317 | 3,869 | 84,211
| 0.02364569 | 3.432 | B87.644
| 002508793 | 3.006 | 90.650
i 0402348729 | 2.455 | 93.104
| 0.,019%62592 | 24351 | 95.456¢
| 0.01703509 | 2,041 | 97.497
| 001119899 | 1,342 | 98.838
| 0.00951920 |} 1.153 | 99.991
| 0.00005734 | 0.007 | 99.998
| 000001375 | 0.002 | 99.999
| 0.00000394% | 0.000 | 100,000
| 0.00000215 1 0.000 | 100.000

PR WSt Gemp Gl gy Seven S e S e G G BNt ey s G S Gt ey Sswe www Wgast

1. No existe ningtin factor que explique un porcentaje alto de la inercia; el pri-
mero sélo explica un 17% de la misma.
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2. Para obtener una explicacién de un 95% de la inercia se necesitarin 15 facto-
tes, lo cual hace pensar en la imposibilidad de hacer una reduccién efectiva de la di-
mensionalidad del problema, aunque como resultado subsidiario, pero importante,
podemos considerar cuantificado nuestro problema descrito en términos de variables
cualitativas a un problema descrito en funcién de variables cuantitativas o numéricas
que serfan los factores.

Todo lo anterior nos hace ir con las mayores reservas al aspecto descriptivo de las
asociaciones entre las diferentes categorias, ya que la metodologia que empleamos es
la observacién de los mapas o representaciones grificas de las proyecciones de las
categorias sobre parejas de factores con porcentajes de la inercia total altos.

A partir de ahora vamos a fijarnos en las representaciones que se obtienen de con-
siderar las parejas formadas por el 1.9 y 2.° factor, 1.° y 3.° factor y 2.° y 3.° factor
que aparecen en las figuras 4, 5 y 6, respectivamente, conjuntamente con la informa-
cidn que aparece en la tabla 11 que corresponde a los valores de las coordenadas,
contribuciones relativas y absolutas de las categorias de las distintas variables sobre es-
tos tres primeros e€jes.

TaBLA 11. (a) Coordenadas, (b) contribuciones relativas y (c) absolutas de las categorias en los
tres primeros factores.

@) (b) (2) (b) (9 (a) (b) (9

L - » x *
1#F COR GTR| 2#F COR CIR] 3#F COR CTR‘Il
s * *®

1JBARC| 586 622 153 -60 7 21 3 o ol
2JMADR]-267 605 69| 27 6 1! 3 o of
3]12025) SO 2 1} -673 355 131] 547 234 124}
412630} 219 76 18] -239 91 28} -127 26 11}
&)3135F -6 O O] .335 152 47) 120 20 9}
6136501-227 114 24) 297 193 54| -183 75 30|
71 +50) 441 24 7| =342 15 6) =664 56 30}
B1ARGEY 327 233 51] 173 65 19) 132 38 16}
9JCUBA]-617 762 188} 61 7 21 15 o ol
10JCHIL] 293 101 25] =176 37 12| 40 2 1}
11JURUG} 447 93 25| -110 6 2| -207 20 10!
12J0TRO' 197 3 11-1660 240 102]1-1922 322 197}
13JTURI} 559 194 54) -337 71 26| 75 4 2}
14JPERM| -119 10 3] —-587 244 86] 185 24 12t
15IRESI} 33 3 1} 123 36 9| -23 1 1i
16 JREFE} —9T70 466 144} -125 8 3| 267 35 21}
17]ACNU} —-165 5 2] -612 70 281-1474 408 234!
18INACI} 187 53 131 474 339 1061 5 o o}
191 TRAB} 215 319 41] 265 484 82 -33 8 2°
20|DESE} -620 311 91| —-486 192 73| -273 61 33}
21JPENS] 314 5 1] -5S64 16 61-2111 219 122}
22|RETI] 239 25 8] -993 424 1711 722 223 130}

23|ESTU] -924 266 80] 211 14 51 303 29 16)
* » *® 3 -
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RETI
2025
ESTU
PERM ARGE
REFE
3135 TURI
CUBA CHIL
MADR NACI BARC
RESI TRAB
2630
3650
URUG
DESE
+50
ACNU
OTRO
PENS

FIGURA 4. Proyeccién de las categorias sobre los dos primeros ejes: 1. factor (eje horizon-

tal) y 2. factor (eje vertical).
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3135
3650 TRAB
ESTU
ARGE
RESI
CUBA
MADR
BARC
URUG
REFE
CHIL
2630
+50 TURI
DESE
PENS
PERM
ACNU
2025
RETI
OTRO

FIGURA 5. Representacion de las categorias en el plano definido por el 1. factor (eje hori-
zontal) y el 3.5 factor (eje vertical).
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RETI
2025
REFE
PERM ARGE
TURI
CHIL CUBA
BARC—}—MADR
RESI
3650
URUG
DESE
+50
ACNU
OTRO
PENS

3135

TRAB

2630

NACH

FIGURA 6. Representacién de las categorias en el plano definido por el 2.° factor (eje hori-

zontal) y 3. factor (eje vertical).
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Antes de proceder a realizar cualquier interpretacién, o establecer cualquier hip-
tesis, tendremos que tener presente que el poder explicativo de los 3 factores es de un
39.28%, siendo el de cada uno de ellos un 17%, 13.11% y 9.10%, respectivamente.
Con lo cual la deformacién de las representaciones planas de consideramos son muy
altas respecto de las representaciones de puntos en los espacios de partida.

Fijaremos nuestra atencién en la figura 4, correspondiente a la representacion de
las categorias a partir de sus valores en los dos primeros factores, asi como en sus
correspondientes valores numéricos que aparecen reflejados en la tabla 11.

Algunas de las conclusiones a las que llegamos son:

1. Dado que la distancia utilizada pondera inversamente la frecuencia absoluta, es
conveniente eliminar aquellas categorias que tienen frecuencias bajas, pues su inercia
se hace muy grande y provoca deformaciones en los grificos al situar siempre las
categorias en los extremos de las representaciones.

En nuestro ejemplo seri conveniente eliminar las categorias + 50, OTRO, ACNU
y PENS pues sus frecuencias absolutas son de 10, 8, 16 y 4, respectivamente (ver
diagonal en la tabla 9).

2. Si nos fijamos en el comportamiento de dos categorias como, por ejemplo, AR-
GE y CUBA, que tienen el mismo peso (sus frecuencias son 136), vemos que CUBA
esti bastante bien representada en el 1.« factor: tiene una contribucién relativa de
762 sobre 1.000 lo que hace que su deformacién sea pequeifia.

Las categorias que mejor definen a este eje vendrin dadas como resultado de ana-
lizar la columna correspondiente a las contribuciones absolutas. Podemos establecer la
siguiente oposicién entre grupo de categorias con el fin de dar una posible interpreta-
cién a este factor (véase figura 4 y tabla 11):

MADR
BARC ARGE REFE
TURI DESE
TRAB ESTU
CUBA

Podriamos decir que, por ejemplo, se establece una oposicién entre MADRid y BAR-
Celona TURI y REFE.

Estando los cubanos situados en la parte izquietda, podriamos decit que los cuba-
nos estan descritos en términos de refugiados (REFE), siendo estudiantes (ESTU) o de-
sempleados (DESE), habitando preferentemente en Madrid (MADR) y estando muy
pocos de turismo (TURI).

Esta primera aproximacion a la definicién de exiliado politico cubano es explorato-
ria y se tratarfa de dar una confirmacién posterior a través de técnicas més especificas
(por ejemplo, el ajuste de algiin modelo).

Si intentdsemos hacer lo mismo con la categoria ARGE, tropezariamos con las si-
guientes dificultades:

La calidad de representacion que tiene este punto sobre el eje 1.° es de 233 (fren-
te a 762 para CUBA), con lo cual nos hace ser mis precavidos a la hora de intentar
definirlo a partir de las categorias que definen el 1. eje. Tenemos que recurrir a mis
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de un eje (o a otro eje) para su definicidén; no siendo ni tan siquiera suficiente con los
dos primertos ejes para obtener una buena representacion, pues €sta setia solamente de
298.

No ocurre lo mismo con las categorias MADR y BARC de la 1.2 variable, pues
ambas tienen una alta calidad de representacién sobre el primer eje (605 y 622, res-
pectivamente), teniendo que:

BARC estd atraida pot ARGE
TURI
TRAB

MADR estd atraida por REFE
DESE
ESTU
CUBA

siendo ésta una hipdtesis a comprobar en una etapa posterior del anilisis y con méto-
dos mais apropiados.

De esta forma vamos separando el comportamiento de las categorias que selec-
cionemos, bien con un interés predefinido bien valiéndonos de sus posiciones en los
grificos. Una vez seleccionados los puntos o categorias consideraremos aquellos ejes
que mejor les representan (aquellos donde los puntos tienen contribuciones relativas
altas) y explicaremos las categorias en funcién de los puntos que mejor definen dichos
ejes (aquellos que tienen contribuciones absolutas altas).
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4. Escalas Multidimensionales *

Pot A. P. M .Coxon y C. L. Jones
Traduccién: J. L. Musioz Yanguas

4.1. Introduccion

Nuestro propbosito en este capitulo es triple:

1. Mostrar que una representacidon geométrica proporciona un marco de trabajo
atil y natural para analizar los datos de las ciencias sociales en general, y los de las en-
cuestas en particular.

2. Proporcionar una visidn panorimica de los modelos de escalonamiento multidi-
mensional (a partir de aqui denominados EMD), destacando los modos en que se ha
generalizado el enfoque original para enfrentarse con una amplia variedad de modelos
y tipos de datos.

3. Ilustrar sobre la aplicabilidad de tales modelos a problemas de anilisis que los
investigadores de encuestas afrontan rutinariamente, mediante el estudio de las res-
puestas de una muestra grande y heterogénea a 21 items sacados de un cuestionario
sobre actitudes hacia el trabajo, con ayuda del modelo INDSCAL de Carroll y Chang.

4.1.1. Los datos de encuesta

Los métodos de escalonamiento se conciben a menudo como parte del arsenal de
técnicas descriptivas del analista de encuestas. El escalonamiento multidimensional
(EMD) puede contemplarse como una extensién de métodos ya familiares en la inves-
tigaciébn por encuesta, como el anilisis del escalograma de Guttman, el principo de
desdoblamiento de Coombs (unfolding principle), y el anilisis factorial. Los proble-
mas fundamentales del escalonamiento se derivan de la construccién y comprobacion

* Nota de los autores: Este capitulo es la traduccién de un trabajo de los uutores escrito en 1975 y
publicado en 1977. Desde entonces ambos autores han trabajado en los métodos de las Escalas Multidimen-
sionales con el doble objetivo de ilustrar la utilidad del enfoque en el anilisis de los datos sociales, y de
mostrar que las EMD no son sélo un método exploratorio sino que también puede ser confirmatorio, en el
sentido de que puede contrastar hipdtesis. Tanto el editor como los autores coinciden en que este articulo
proporciona una introduccién amplia y no técnica que resulta satisfactoria. Algunos trabajos mis recientes
de los autores pueden ser de interés Coxon, A. P. M. y C. L. Jones, «Multidimensional scaling» en D. Mc-
Kay, N. Schofield y P. Whitley (Eds.). Dasa analysis and the Social Sciences. Londres, France Pinter, pp.
171-225, 1983. Coxon, A. P. M. y C. L. Jones, The images of occupational prestige, Londres, MacMillan,
1978. Coxon, A. P. M., The user’s guide to multidimensional scaling. Londres, Heinemann, 1982.
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de los modelos, aunque los que se tratan aqui son diferentes de los «emodelos causales»
actualmente de moda en el anilisis centrado en variables. Sin embargo tenemos que
hacer una advertencia previa. Las propiedades muestrales de casi todos los modelos y
procedimientos EMD son poco conocidas, aunque se han realizado avances sobre el
problema (Batlow ez /., 1972). Por lo tanto, los procedimientos EMD deben usarse
con la precaucidén reservada para cualquier herramienta potente pero poco familiar.

Después de llevar a cabo una encuesta sobre personas, viviendas, firmas comer-
ciales, u otras unidades, el investigador a2 menudo deseard describir las caracteristicas
del individuo «tipico» o «medio» (o vivienda, firma, etc.). También deseard dar a sus
lectores alguna informacién sobre el margen de variacién alrededor de esta «medias.
Mientras se ocupe de una sola variable, como el tamafio de la familia o el valor de los
activos liquidos de una empresa, le serd posible describir el margen y el tipo de va-
riacion por medio de los indices habituales de tendencia central y dispersion, junto con
métodos grificos para mostrar las formas de las distribuciones de frecuencias. Pero asi
las variables se presentan de una en una, de manera independiente, y, puesto que los
cientificos sociales se ocupan de relaciones estructuradas entre variables, no siempre
encontrarin Gtil esta clase de procedimiento. A menudo el principal problema es ha-
cer enunciados significativos sobre la forma en que los sujetos de una encuesta se pa-
recen los unos a los otros (se agrupan) e inversamente sobre los modos en que di-
fieren, y esto con respecto a conjuntos de variables y no a una variable cada vez. Los
economistas hacen referencia al problema como «la cuestion de la agregacién», y los
psicélogos lo llaman «problema de las diferencias individuales». En los dos casos es lo
mismo: si los sujetos difieren entre si sistemiticamente en términos de procesos que
subyacen en los datos, no seri posible recuperar esta informacién después de haber si-
do sumariamente agregados. En los estudios exploratorios y no experimentales, donde
lo que importa es la forma general de los procesos subyacentes mis que los detalles
precisos, debemos prestar especialmente atencion a la forma de presentatse las «dife-
rencias individuales» y a su alcance, ya que probablemente afecten a nuestras deduc-
ciones. No todos los modelos de escalonamiento multidimensional se preocupan por
presentar las diferencias individuales, peto cteemos que aquellos que puedan hacerlo
se utilizarin progresivamente por los investigadores de encuestas, ya que propotcionan
un marco de trabajo sobre el problema de la agregacion en funcion del cual las pautas
existentes en los datos individuales (o de emptesas, etc.) permanecen representadas en
descripciones suscintas. Los enfoques en el escalonamiento de las diferencias individua-
les deberfan afinar estas descripciones, haciéndolas mis sensibles y al mismo tiempo
mis precisas, distinguiendo los atributos que tengan en comiin todos los sujetos de la
encuesta de aquellos en los que difieran de un modo estructurado, y a su vez también
de la variacién aleatoria.

4.1.2. Escalas Multidimensionales

Las Escalas Multidimensionales (EMD) tienen una historia mis corta que el ani-
lisis factorial, pero en su versién original eran igualmente restrictivas. Para el <EMD
clisico» (expuesto en detalle en Torgerson, 1958) los datos basicos normalmente

consistian en juicios sobre la semejanza o diferencia entre todas y cada una de las pa-
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rejas posibles sacadas de un conjunto de estimulos, y se obtenian sobre la percepcion
de colores, donde las respuestas se obtenian por el llamado «método completo de las
triadas». Se presentaban las 84 tiadas que se pueden formar con 9 estimulos a cada
sujeto, y se le pedia que dijera cuil de los dos colores en cuestion era mis parecido al
tercero. Esto es una muestra de una de las principales desventajas del «<EMD clisicos:
la gran cantidad de datos que se recogen sistemiticamente de cada sujeto. En el estu-
dio de Torgerson sobre la percepcion de los colores se recogieron datos completos para
38 sujetos, y se agregaron de forma que para cada color habia una estimacidn
empirica de la proporcion de veces que era apreciado como mds similar a un color z
que a uno 7. Asumiendo que sea atil tratar de representar tales datos con un modelo
de distancia, estas propotciones se intetrptetan como si estuvieran relacionadas con dis-
tancias en un espacio de una, dos, tres o mis dimensiones. La analogia mis obvia
aqui es la de un mapa de catreteras ordinario, donde Blackpool estd en millas mis
cerca de Londres que de Edimburgo, lo cual se puede descubtir comparando la distan-
cia entre Blackpool y Londres con la distancia entre Londres y Edimburgo, o sea, ob-
servando una diferencia entre distancias. Asi el «<EMD clisico» estima las distancias ab-
solutas entre todos los pares de estimulos de los datos originales por métodos de
minimos cuadrados que ahora no nos interesan. Volviendo a la analogia de los mapas
de carreteras, el resultado era equivalente a esa atil tabla que muestra la distancia en
millas entre cualesquiera dos ciudades. El «<EMD clisico» procede desde aqui convir-
tiendo la matriz de distancias absolutas en una matriz de productos escalares a los que
se trata como covarianzas, sometiéndolos 2 un anilisis factorial (con todos los proble-
mas habituales sobre las dimensiones, etc.) para obtener las proyecciones de los estimu-
los sobre tantos ejes ortogonales como el usuario desee. En la analogia del mapa de carre-
teras, los datos sobre distancias entre parejas de ciudades se convierten, sin pérdida de
informacién, en una esolucién» que consiste en la posicién de cada ciudad con respec-
to a dos ejes de referencia. En el estudio de Torgerson, los nueve colores usados como
estimulos eran todos del mismo tinte rojo, pero diferentes en términos de brillo y sa-
turacién. Los juicios de similaridad de los sujetos reflejaron este hecho, ya que fue po-
sible rotar la solucién de dos factores de forma que las proyecciones de los estimulos
sobre los dos factores reflejasen los valores (conocidos de antemano) de los estimulos
en brillo y saturacién, respectivamente.

Deberia quedar ya claro que los métodos del «<EMD clisico» acababan sobradamen-
te con la paciencia de los sujetos experimentales, y también que implicaban grandes
cantidades de cilculo tedioso. Los desarrollos en este drea habrian permanecido en el
puro interés académico de no haber sido por dos hechos. Primero, que en los prime-
fos afios 60 se produjeron un cambio metodolégico de enfoque y una ruptura técnica,
que convirtieron a los procedimientos EMD en aptos para analizar grandes cantidades
de datos de cualquier nivel de medida; y segundo, el modelo bisico se ampli6 ripida-
mente para tratar los tipos de datos comGnmente encontrados por los analistas de en-
cuestas. El punto de vista metodoldgico, asociado en lo principal con Coombs, se de-
sarrolla en detalle en Una teoria de lo datos (A Theory of data, 1964) y su defensa de
las aproximaciones no-métricas a la medida puede resumirse como sigue:

1. Los supuestos que se hacen sobre el nivel de medida de los datos y los que se
contienen en los modelos de escalonamiento aplicados para analizarlos no son meras
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ficciones «ad hoc», sino que implican hipdtesis sustantivas sobre el comportamiento
humano.

2. Al atribuir propiedades métricas a los datos de las ciencias sociales, es mejor
errar del lado conservador, utilizando escalas de medidas mis débiles para represen-
tarlos. También es preferible un acercamiento cauteloso cuando se establezcan supues-
tos sobre las distribuciones de la poblacién en los datos multivariables.

3. Ya que la mayoria de los datos en ciencias sociales se extraen en situaciones no
experimentales, y se refieren a menudo a poblaciones «diversificadas» o heterogéneas,
es bueno ser especialmente sensibles a las diferencias individuales, ya que pueden ser
cruciales en la interpretacion de nuestros datos.

La ruptura técnica se produjo cuando Shepard (1962, 1966) consiguié demostrar
que cuando se¢ imponen en ndmeto suficiente constricciones simplemente no-
métricas, esto es, informaciones ordinales en los datos, se ponen limites verdadera-
mente muy estrechos a las soluciones posibles. («Solucion» significa en este contexto
las proyecciones de los puntos-estimulo sobte un conjunto de ejes de referencia: por
ejemplo, las ordenadas y abscisas de los puntps). Los limites en la solucién, impuestos
por existir un niimero tan elevado de constrefiimientos ordinales, son tan estrictos que
resulta posible identificar la solucién meétrica 6ptima (proyecciones de los puntos-
estimulo sobre los ejes de referencia en un nivel de medida interval).

4.2. Escalonamiento Multidimensional no métrico

La mayor ventaja del EMD no métrico es que el mismo procedimiento bisico se
puede extender sin dificultad a muy distintos tipos de datos y a diferentes modelos
(ademis del usual de distancias). Se puede calibrar la popularidad de esta extension
por el hecho de que pronto aparecieran aplicaciones en disciplinas tan diversas como
la Electronica (Kruskal, 1966) y la Historia (Hodson et @/., 1971), aunque continiian
prevalenciendo las aplicaciones en ciencias sociales.

A diferencia de los modelos estadisticos multivariables convencionales, una ventaja
mis del EMD no métrico es que las soluciones son invariantes al orden (Sibson,
1972). Es decir, que para todo conjunto de datos con la misma ordenacién siempre se
produce la misma solucion, y los procesos no dependerin en absoluto de la medida de
similaridad especificamente usada. Los datos podrin representatse con un modelo de
distancia siempre que de alguna manera aporten informacidn sobre la proximidad re-
lativa entre puntos (que es precisamente la forma en que Coombs interpreta la
mayoria de los tipos de datos). Ni siquiera se necesita que sean medidas complejas,
como las covarianzas y las correlaciones del analisis factorial; son igualmente legitimas
otras como los coeficientes de contingencia entre atributos, las co-ocurrencias de pa-
labras en un texto, o las confusions entre sonidos en una audicién. Las numerosas ma-
neras de construir indices de semejanza entre individuos o entre variables han sido do-
cumentadas por Cormack (1971: p. 324 y sigs.), Jardine y Sibson (1971: parte 1) y So-
kal y Sneath (1963: cap. 6). Ademis se han desarrollado varios modelos EMD que
conservan intactos los datos individuales, y esto representa un avance significativo
sobre el anilisis factorial.
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Por ejemplo, si un individuo puntua u ordena un cierto niimero de estimulos en
términos de preferencia (o analogia) sus datos se conservan juntos en el modelo MD-
PREF de Carroll y Chang (1964) (véase mis adelante un ejemplo). De igual modo, si
un individuo emite juicios sobre la semajanza entre cada pareja de un conjunto de
estimulos, en el modelo INDSCAL de Carroll y Chang (1970) sus datos se conservan
juntos (véase también un ejemplo mis adelante). («Consetvarse juntos» quiere aqui de-
cir que los modelos de escalas contienen parimetros para representar a cada individuo y
a cada punto estimulo).

¢Coémo funciona el EMD no-métrico? Shepard (1966) comienza a explicar los fun-
damentos considerando el hecho de que la representacion numérica de un conjunto
de objetos esti relativamente indeterminada si sblo se conoce la ordenacién de los
mismos. Esta indeterminacién deriva de que la representacién de los puntos en el
espacio-soluciéon puede fluctuar bastante (es decir, puede tomar valores numéricos en
un rango amplio), sin dejar de satisfacer los constrefiimientos puramente ordinales
que los datos representan. (Adn no hemos decidido si estos valores van a resultar uni-
dimensionales o no). Sin embargo, toda vez que la localizacién de los puntos en el es-
pacio solucién debe cumplir constricciones suplementarias que se refieren al orden de
las distancias entre puntos, entonces el rango de posibles valores se reduce mucho.

«Si se imponen constrefiimientos no métricos en cantidad suficiente, estos comien-
zan a actuar como si fuesen métricos... Cuando se obliga a que los puntos satisfagan
mis y mis desigualdades en las distancias, su colocacion se restringe hasta el extremo
de que cualquier modificacién, por pequefia que sea, normalmente terminari violan-
do una o mis desigualdades.» (p. 288).

La nocién de que las relaciones de orden entre las distancias imponen severas cons-
tricciones a la unicidad de la representacion numérica es hoy dia un lugar comiin, pe-
fo para que esto se demostrara fehacientemente hubo que esperar al desarrollo de un
algoritmo iterativo disefiado para producir una solucién que cumpliese el conjunto de
condiciones derivadas de los datos.

El fundamento tedrico del algoritmo del EMD no-métrico lo proporcioné J. B.
Kruskal (1964) y ha constituido la base de casi todo el trabajo posterior en este irea.
El objetivo de cualquiera procedimiento no-métrico (al menos en los modelos de dis-
tancia) es encontrar un conjunto de puntos en un espacio de dimensién minima, tales

"que los datos de disimilaridad sean una funcién monétona (ordenada) de las distan-
cias en este espacio, es decir, que cuando la disimilaridad entre los estimulos 7 y 7 sea
menor que la disimilaridad entre £ y /, la distancia entre 7 y 7 serd menor o igual que
la distancia entre £ y /: es decir,

cuando  §; < §,, entonces d, < d,
(lo que se conoce como critetio de orden débil [weak monotomaty]) donde 6,. y 4,
son respectivamente la disimilaridad y la distancia entre el punto 7 y el punto F2 Una
configuracién de puntos en un espacio r-dimensional que cumpla este critetio para un

conjunto de datos recibe el nombre de solucién r-dimensional.
Una clara aplicacién del EMD no métrico, en un contexto socioldgico, ha sido pre-
sentada por McDonald (1972), como parte de una investigacién sobre las dimensiones
subyacentes a la clasificacién de las ocupaciones que hace el censo britinico de 1951
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en trece grupos socioecondmicos. Ya que estaba interesado en la movilidad ocupa-
cional entre padres e hijos, McDonald basé su indice de disimilaridad (entre cada dos
de los trece grupos socioeconémicos) en el cruce de los grupos socioeconémicos de los
hijos con los de sus padres. Una tabla de esta clase habia sido publicada por Benjamin
(1958), y parte de ella se muestra en la tabla 1. La primera fila de la tabla contiene la
proporcion de hijos de trabajadores agricolas que acabaron en los diferentes grupos so-
cioecondémicos: el 3.4% de ellos terminaron como granjeros (grupo socioecondmico 1
(a partir de aqui, GSE 1)); el 40.0% siguieron los pasos de sus padres; el 0.6% se
convirtieron en altos administrativos (GSE 3); etc. Cada fila de la tabla contiene infor-
maci6én sobre las proporciones de hijos que ingresan en cada GSE, siempre que sus
padres estuvieran empleados en un grupo dado.

TABLA 1. Porcentaje de hijos que ingresan en trece grupos ocupacionales, para tres grupos de
sus padres.

Grupo . . .
socioecondmico Grupo socioeconémico del hijo

del padre Total
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 |100%

2. Trabajadores

agricolas 34 400 0.6 2.2 2.8 0.0 1.7 2.2 1.7 264 5.1 135 0.5 178
5. Comerciantes {2.5 2.5 5.7 147279 7.4 9.0 08 1.6 17.2 3.3 6.6 0.8 ] 122
10. Obreros

especialistas  [0.3 2.8 2.4 7.2 4.1 5.7 25 1.6 3.8 47.0 120 9.9 0.6 |99

La medida de disimilaridad entre grupos socioecondémicos tal como se usa para cla-
sificar las ocupaciones de los padres es simple, e incluso tosca. Para cada par de filas
de la tabla 1, se calculan los valores absolutos de las diferencias entre las respectivas
casillas de la tabla. La suma de estos valores absolutos es un indice de disimilaridad
entre cualesquiera pares de grupos socioecondmicos de padres, correspondientes a los
pares de filas de la tabla 1. Por ejemplo, si tomamos la segunda y la tercera filas de
esta tabla (GSE 5 y GSE 10), el indice de disimilaridad seria:

|2.5 — 0.3] + |2.8 —2.5] + |5.7 — 2.4 + |14.7 — 7.2| +
+ 1279 — 4.1] + |74 -5.7] + 9.0 — 25| + |0.8 — 1.6 +
+ |1.6 — 3.8] + [17.2 — 47.0| + |3.3 — 12.0] + |6.6 — 9.9| +
+ 0.6 — 0.8] = 90.2
Claramente, si los destinos ocupacionales de los hijos respecto de los padres en el

GSE 10 y en el GSE 5 hubieran sido los mismos (en un sentido probabilistico), las dos
filas correspondientes de la tabla 1 hubieran tenido elementos idénticos, y el indice
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de disimilaridad habria tomado su valor minimo de cero. Si no hubiera habido nin-
guna coincidencia parcial se habria obtenido una disimilaridad maxima entre los des-
tinos ocupacionales del GSE 5 y el GSE 10. Cuando se divide por dos, este indice de
disimilaridad se puede interpretar como el porcentaje de hijos procedente de una
categoria de padres (o de la otra) que habrian tenido que cambiar de destino para que
el indice alcanzara su valor minimo (cero). Dividiendo por dos da 45.1 como indice
entre el GSE 5 y el GSE 10; es decir, que el 45.1% de los hijos de comerciantes
habrian tenido que cambiar de destino laboral real hacia otros GSE, de forma que asi
los hijos de comerciantes se equiparan con los de obreros especialistas en términos del
destino ocupacional de sus hijos. Este indice de disimilaridad tiene entonces una inter-
pretacion: es simétrico; no puede ser menor que cero; solamente vale cero cuando las
dos filas son idénticas; y para tres filas cualesquiera se cumple la desigualdad triangu-
lar. Por consiguiente, se comportaria como una distancia entre puntos en un espacio
métrico. Una vez que todos los pares de disimilaridades hubieran sido ensamblados,
podria usarse un procedimiento EMD métrico al modo clisico para obtener una solu-
ci6n de los trece GSE de ocupaciones de los padres, en dos o quizis tres dimensiones. -
Las diferencias entte las versiones métrica y no métrica del EMD son aproximadamente
como sigue. En la primera (EMD métrico), las distancias entre pares de puntos en el es-
pacio solucibén se relacionan /inealmente con las disimilaridades entre los cotrespon-
dientes puntos en los datos. En la segunda (no-métrica) las distancias entre los pares de
puntos en el espacio-solucién estin relacionadas ordinalmente con las disimilaridades
entre las correspondientes parejas de puntos en los datos. Como hemos dicho anterior-
mente, los numerosos constrefiimientos ordinales parecen dejar tan poca incertidumbre
sobre las posiciones relativas de los puntos como los métricos. McDonald prefirid anali-
zar la matriz de coeficientes de disimilaridad entre grupos socioeconémicos con un pro-
cedimiento EMD no-méttico (aunque sefiala que el anilisis con un EMD métrico ha-
bria producido resultados muy similares). Las coordenadas de los trece grupos socioeco-
ndémicos se muestran en la tabla 2 (solucién en’dos dimensiones rotadas en ejes princi-
pales) y estin representadas en la figura 1. Al igual que en el anilisis factorial, los ejes
de coordenadas (dimensiones) de cualquier solucién se pueden rotar tigidamente sin
pérdida de informacién, y tal transformacién notacional puede ser de considerable ayu-
da a la hora de interpretar el patron general de los puntos en un espacio (como es nues-
tro caso) bidimensional.

Otto paralelismo entre el anilisis factorial y el EMD se refiere al problema de «in-
terpretars sustantivamente las dimensiones en términos de las proyecciones de los
puntos sobre ellas. McDonald trata de interpretar el primer eje principal (dibujado co-
mo dimension horizontal en la figura 1) como la base educativa que los padres de una
determinada ocupacién proporcionan a sus hijos, y parece claro que la segunda di-
mensibn (vertical en la figura 1) sirve principalmente para separar a los granjeros (GSE
1) del resto de los grupos socioeconémicos. Cuanto mis cercanos estin dos GSE en el
«mapas de la figura 1, mis parecidos son los destinos ocupacionales de los hijos de
padres de esos grupos. A la luz de esta interpretacion, el modelo de los GSE que se
ofrece en la figura 1 cobra sentido, y es en efecto una representacion de la distancia
social entre grupos en el sentido de la movilidad padres-hijos.
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TaBLA 2. Coordenadas de trece grupos socioecondmicos (GSE) en una solucién bidimensional
(rotada en ejes principales). (Reproducide de K. I. McDonald, The analysis of social mobility:
Methods and Approaches, p. 210, Oxford, Clarendon Press).

Dimension
Grupos socioeconémicos 1 2
1. Granjeros —0.496 —1.944
2. Trabajadores agricolas —-1.123 —0.453
3. Altos administradores, etc. 1.708 0.117
4. Otros administradores, etc. 0.508 0.235
5. Tenderos 0.766 —0.516
6. Oficinistas 0.761 0.276
7. Dependientes de comercio 0.297 0.220
8. Servicio doméstico —0.120 —0.270
9. Capataces -0.115 0.519
10. Obreros especialistas —0.352 0.550
11. Obreros semi-cualificados —0.592 0.547
12. Obreros sin cualificacién —0.691 0.283
13. Fuerzas armadas —0.461 0.534
Obreros
semi- ® ® Obreros especialistas
especializados ‘® Capataces
Obreros no ® Fuerzas armadas e Oficinistas
iali Dependi .
especializados ® pendientes e Otros
administradores
® Altos
o Servicio administradores
doméstico
® Trabajadores
agricolas ® Tenderos
¢ Granjeros

FiIGURA 1. Grifico de la solucién bidimensional para trece grupos socieconémicos tal como apa-
rece en la Tabla 2 (Reproducido de K. I. McDonald: The analysis of social mobility, p. 210.
Clarendon Press, Oxford).
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4.3. Ampliaciones del modelo multidimensional no-métrico de distancias

El paradigma original del EMD no-métrico se aplicaba al anilisis de:

matrices cuadradas.

.y simétricas de coeficientes de semejanza,

por medio de un modelo euclideo

. de distancias

. que rcqulere una transformacion monétona de los datos.

(Por comparaaon el anilisis en componentes principales puede considerarse como
anilisis de una matriz cuadrada y simétrica, por medio de un modelo vectorial que te-
quiere una fransformacion lineal de los datos). Historicamente hablando, ha habido
ademais otra restriccidn importante:

6. E/ andlisis tradicionalmente se limitaba a matrices de datos de doble entrada.

MAWN:—‘

Todas y cada una de estas restricciones han sido suprimidas, permitiendo la
ampliacion del EMD a una extensa variedad de modelos y tipos de datos, que abarcan
muchas situaciones que se presentan en la investigacién por encuestas. Examinemos
ahora estas generalizaciones del paradigma:

(1) y (2): Quiza la generalizacion mis atil provino de la extensiéon de las matrices
cuadradas y simétricas a datos de similaridad condicionada, en los que las constric-
ciones ordinales se satisfacen condicionalmente, esto es, sblo entre las filas o sélo entre
las columnas. Los datos relativos a dos conjuntos distintos de objetos (p. €j., indivi-
duos e items de un cuestionario) pueden ser asi analizados en el marco del EMD, al
igual que se puede hacer con matrices de datos cuadradas y asimésricas. Es muy co-
min que los investigadores recojan datos del primer tipo. Por ejemplo, se puede pe-
dir a los sujetos que valoren u ordenen ocupaciones segiin su utilidad social, detergen-
tes segln su poder limpiador, aspiraciones de status en términos de convivencia, etc.
Un ejemplo del segundo tipo (matrices cuadradas asimétricas) podria ser el de los es-
tudios de sociometrtia, donde cada miembro del grupo juzga a todos los otros en fun-
cién de un critetio como puede ser la amistad.

Un modelo cominmente usado para escalonar tales datos es el modelo de des-
doblamiento (#nfolding) de Coombs, que localiza en un espacio comiin tanto al con-
junto de datos que representan a los estimulos (los objetos elegidos o preferidos) co-
mo al conjunto de puntos que representan los sujetos (donde cada punto representa la
localizacion preferida por un sujeto o su «ideal»). Para ello sigue la regla de que el orden
de las preferencias de un individuo se corresponde con el auténtico orden de las dis-
tancias entre su punto ideal (fijado) y el conjunto de estimulos. Se pueden encontrar
varios de estos programas de «desdoblamiento multidimensional». Una aplicacién in-
teresante del modelo de desdoblamiento ha sido documentada por Levine (1972), en
un estudio sobre conexiones entre los miembros de los consejos de administracion de
14 bancos y los de 96 corporaciones industriales. Estableciendo una analogia con el
modelo corriente que estudia los juicios de preferencia de unos individuos acerca de
un conjunto de estimulos, Levine decidié considerar a los bancos como «individuoss,
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mientras que las corporaciones industriales serian los «estimuloss. Un banco se consi-
deraba el mis proximo a una corporacién cuando tenian el miximo nimero de direc-
tivos comunes, y se consideraba lejano respecto de ella cuando compartian un niimero
de directores pequefio. Los datos consistian en 14 clasificaciones, todas hechas con las
mismas 96 corporaciones industriales. En cada una de las clasificaciones habia un gran
niimero de empates (esto ocurria cuando un banco manifestaba tener el mismo nime-
ro de directores comunes con la co:poracién A que con la B). La solucién proporciond
un esclarecedor mapa de ambos, bancos y corporaciones industriales, representados
como puntos en un espacio tridimensional comin a los dos grupos.

t

(3) Hasta la fecha, la mayoria de los estudios del EMD han usado el modelo de dis-
tancia exclidea, ya sea por conveniencia, porque se creyera en su robustez (robustness),
o debido a sus implicaciones sustantivas (Shepard, 1964; Sherman, 1972). Sin embar-
go, se han incorporado otros tipos de distancia al paradigma del EMD (Carroll y
Wish, 1975) aplicindolos en las ciencias sociales (Arnold, 1971).

(4) El modelo de distancia se ha ampliado a otros modelos. Lingoes (1972) y otros han
desarrollado analogias no métricas del anilisis factorial y de la regresion miiltiple, bus-
cando una solucién que sea acorde con los supuestos del modelo lineal. Una vez mis,
el objetivo es proporcionar la mejor solucién a la transformaciéon monétona de la
matriz simétrica de los datos de (di-)similitudes. Un ejemplo de modelo vectorial del
EMD para el anilisis de preferencias individuales (anilogo al anilisis de desdobla-
miento) es el modelo MDPREF de Carroll y Chang (1964) (véase también en Kruskal
y Shepard, 1974), en el cual los estimulos se representan como puntos en un espacio
multidimensional, mientras que cada conjunto de preferencias del sujeto se representa
en el espacio de los estimulos como un vector o linea dirigida hacia su regién de maxi-
ma preferencia. El orden de las proyecciones de los puntos-estimulo sobre este vector
representa el orden de las preferencias del sujeto. Tanto si se parte de un conjunto de
valores escalonados obtenidos de matrices de comparaciones por parejas, como si se
hace de ordenaciones (y de la dimensién del espacio especificada previamente por el
usuario), el modelo utiliza el teorema de Eckart-Young (1936) para dar lugar a una
solucién donde el orden de las preferencias de los sujetos se corresponde de forma 6p-
tima con el orden de las proyecciones de los estimulos sobre el vector que representa
al sujeto.

En un estudio sobre aspectos subjetivos de la estratificacién social hemos pedido a
una serie de sujetos que valoraran un conjunto de ocupaciones en términos de lo que
ellos consideraran que era su grado de ##i/idad social. El modelo MDPREF presentado
aqui proporciona un esquema de anilisis aplicable a datos como los que se recogen
con regularidad en encuestas. La solucién bidimensional del MDPREF ilustra sobre la
aplicabilidad del modelo, y se presenta en la figura 2.

Para conseguir que los puntos-estimulo se distinguiesen nitidamente, cada sujeto
se representa sblo por la punta de flecha de su vector, cuyo origen es el centro de co-
ordenadas del espacio).

No seria apropiado aqui un anilisis detallado, pero si son oportunos algunos co-
mentarios. La configuracién de los estimulos se interpreta con facilidad. Se estari de
acuerdo en que la mayoria de las preferencias se orientan en la direccién del eje hori-
zontal de la figura, y en que el abanico de preferencias abarca sujetos con ordena-
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ciones casi diametralmente opuestas. Es importante tener presente que este modelo
proporciona una representacion grifica de las diferencias individuales en los ordena-
mientos de las preferencias ficilmente comprensible.
(5) Los primeros modelos EMD estaban disefiados para conservar en los datos infor-
macién métrica, suponiendo que las disimilaridades empiricas eran una funcién /inea/
de las distancias del modelo. Las versiones no métricas del EMD sélo buscan conservar
informacién ordinal, y de aqui que se permita usar la mis amplia gama de funciones
mondtonas. En los procedimientos EMD se distingue entre los dos tipos de funcion
segin el método de regresion que se emplea para obtener una solucién (en el caso
métrico se utiliza la regresion lineal sobre los datos de distancias, mientras que en el
no métrico se usa la regresion monétona (Kruskal, 1964: Barlow ez /., 1974)).

DIM2
e +1 /
Perito
x mercantil //I’
Alto x Actuario =
funcionario x x Ministro 4"
Procurador x presbiteriano
Viajante E':‘
de comercio x e
Jm—
Mozo de —
estacién_ x Eﬁ DIN
-1 Enfermero psiquidtrico —
Fresador Profesor — g
Camarero x x x de instituto B
. X X x Policia —
Albafiil x 2 Conductor de ambulancia T
Camioncro x x Carpintero
\
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FIGURA 2. Ordenaciones de la utilidad social de 16 ocupaciones. Espacio conjunto (solucidn

MDPREF bidimensional).
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(6) Ampliacion del enfoque del EMD a matrices de mis de dos entradas.

Volvamos ahora a la discusion sobre la manera en que el enfoque del EMD se ha
ampliado 2 matrices de mis de dos entradas (en realidad se entiende por mattices de
mis de dos entradas el tratamiento simultineo de una serie de matrices de doble
entrada (filas y columnas)). Estos datos aparecen, por ejemplo, en los estudios sobre el
diferencial semintico, donde la matriz bisica de datos tiene tres entradas: individuos,
conceptos y escalas.

En el modelo de distancia no métrico usual los datos (disimilaridades) se con-
templan como una funcién mondtona de las distancias (euclideas) entre los puntos
que representan los estimulos:

1/2

8y = Md) = { % (x, — %) []
a=1

donde J es la disimilaridad entre los puntos 7'y £; &, es la correspondiente distancia
representada en un espacio euclideo r-dimensional, cuyos ejes de coordenadas definen
un espacio x; y M es la funcién monétona que relaciona las disimilaridades con las
distancias.

En el contexto de las encuestas sociales, a menudo nos encontramos con muestras
que incluyen subgrupos de caracteristicas completamente dispares, no sélo en sus me-
dias y varianzas, sino también en sus pautas de covariacion. Si los subgtupos son sufi-
cientemente patecidos es razonable agregar todos los datos y analizarlos segiin el mo-
delo de distancias. Pero si los subgrupos son completamente diferentes y simplemente
agregamos sus matrices de disimilaridad, entonces este procedimiento probablemente
borrari las diferencias sistemiticas entre los subgrupos. Una alternativa podria ser es-
calonar los datos de cada subgrupo separadamente, pero quedaria sin respuesta la pre-
gunta de c6mo puedan compararse unos con otros o referirse a algin grupo comiin de
coordenadas.

En el ambito de la psicologia, este problema aparece bajo el epigrafe de «diferen-
cias individuales» de la estructura cognitiva, y gran parte del pensamiento metodolé-
gico en este drea ha sido estimulado por este problema. Como via de aproximacion al
tema de la agregacién, Horan (1969) inventd un «espacio de atributos normales», o
«espacio de los estimulos del grupo», definido por todos los atributos o dimensiones
que un conjunto de individuos emplea en la percepcibn, y que les diferencian entre
si. Cualquier espacio cognitivo «privado» de un individuo (o de un subgrupo) puede
ser concebido como un subespacio de este «espacio de atributos del grupos, y aquellas
dimensiones que un sujeto no utilice podrian entenderse como ponderadas en su caso
por un coeficiente igual a cero. Una extensién sencilla de esto es pensar en los sujetos
o subgrupos como si estuvieran dotados de una «importancia», «prominencia» o «peso»
diferenciales con respecto a cada dimension en el espacio. Dicho de forma diferente,
los datos de cada sujeto se pueden ver como el resultado de la aplicacion de la emétri-
ca subjetiva» de cada cual (dilatacién o encogimiento sistemiticos) 2 las dimensiones
del «espacio del grupos.

En tal modelo, cada individuo se representa en un «espacio del sujetos (que tiene
las mismas dimensiones que el «espacio del grupo») como un punto localizado por los

118



ESCALAS MULTIDIMENSIONALES

componentes en cada dimensién. Entonces, aplicando el conjunto de pesos del indivi-
duo al «espacio del grupo» (esto es, reconstruyendo el espacio a escala segiin la propia
métrica subjetiva del entrevistado) se obtiene el «espacio privado» propio del indivi-
duo. Este modelo de escalonamiento de las diferencias individuales fue desarrollado
por Carroll y Chang (1970) (Individual Differences Scaling - INDSCAL, a partir de
aqui).

La principal diferencia entre el modelo INDSCAL y el modelo simple de distancias
consiste en que el juicio de disimilaridad del sujeto se representa como una distancia
ponderada en el «espacio del grupo», y en este sentido el modelo INDSCAL es una
generalizacion sencilla del de distancias. La disimilaridad entre los estimulos 7'y £ para
un individuo 7 atin se supone funcion (lineal o0 monétona, dependiendo del modelo
elegido por el investigador) de las distancias en su propio «espacio ptivados, que po-
demos definir por la matriz Y:

89 = Rd2 (2]
en donde:
4 - { T 0 - ya'zr}"’ (31

pero estas distancias «privadas» pueden entenderse como equivalentes a unas distan-
cias modificadas, en un espacio comin (del grupo), X:

Las coordenadas del grupo (x,) y las «privadas» (y,) se relacionan por estas
ecuaciones:

¥ = wix, (4]
r !

8 = F { X wilx, - ml}” [5]
a=1

La ecuaci6n [2] establece que para el sujeto #-€simo las disimilaridades entre pares
de estimulos son funcién (lineal o puramente mondtona) de las distancias () entre
los correspondientes pares de estimulos en el espacio solucién del sujeto, Y. Los pun-
tos de los estimulos estin localizados segiin sus proyecciones sobre un conjunto de ejes
Y1 Y20 ¥ €C., ¥ como muestra la ecuacién [3], el modelo asume que las distancias
entre los puntos de los estimulos, en lo que concierne al sujeto 7-ésimo, se obtienen
aplicando la funcién de la distancia euclidea a las proyecciones de los correspondientes
pares de estimulos sobre los ejes de referencia. El modelo INDSCAL fue disefiado ori-
ginalmente para representar las matrices de coeficientes de disimilaridad de una serie
de individuos que juzgan un mismo conjunto de estimulos. La ecuacién [4] muestra
como se relacionan los ejes de coordenadas de los espacios «privadoss, Y, con todos los
del «espacio del grupos, X.

Los pesos individuales, w,, pueden ser interpretados psicoldgicamente como las
<importancias» o «prominencias» de la dimensioén # para el individuo 7. Con mayor ge-
neralidad, la incorporaciéon de estos pesos al modelo permite que cada una de las
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matrices individuales de distancias entre puntos tenga en una dimensién dada distan-
cias sistematicamente mayores o menores, comparadas con las del resto de las mauri-
ces. La ecuacién [5] resume las anteriores, y muestra que el juicio de disimilaridad
entre el estimulo 7 y el £ para el invidiuo /&simo es una funcion (F) de la distancia
euclidea individualmente ponderada segiin sus proyecciones sobre los ejes x,, x,, x;,
etc., en el espacio comin del grupo X.

4.4. Modos de aplicacion del modelo INDSCAL

La aplicacion mis directa de INDSCAL es el anilisis de los juicios de similaridad
por parejas emitidos por un conjunto de sujetos. Tales datos no se recogen normal-
mente en las encuestas sociales convencionales, aunque hay pocas razones para que es--
to no se haga (véase Wish ez &/, 1970, y Coxon y Jones, 1974, para encontrar
ejemplos). Sin embargo, es posible concebir que los datos de similaridad vengan de
fuentes que no sean individuos; para cubrir esta ampliacién del concepto se utiliza a
menudo el término de «pseudo-sujetos. En el ejemplo que damos mis adelante, los
grupos de individuos sitven de «pseudo-sujetos» y las distancias se derivan de coefi-
cientes de correlacién.

Los analistas de encuestas a menudo hacen exdmenes preliminates de sus datos ins-
peccionando las matrices de coeficientes de asociacién, simétricas y cuadradas, entre
todos los pares de variables que consideren relevantes. Con ayuda de esta inspeccién,
toman decisiones sobre qué variables combinarin en indices compuestos de una u otra
clase. Es muy comiin que los analistas empleen alguna técnica como el método de las
componentes principales, el aniliis factorial, o el analisis de conglomerados (clusters),
para facilitar esta inspeccion. El EMD no métrico puede contemplarse como una
herramienta mis de este juego de reduccién de los datos, y tiene la ventaja de que s6-
lo se necesita asumir que el nivel de medida de la asociacién entre las variables es or-
dinal. Por ejemplo, Napior (1972) ha explicado un anilisis de una matriz de coefi-
cientes gamma de Goodman-Kruskal entre dieciséis variables usando tres modelos no-
métricos: un algoritmo.de agrupamiento jerirquico, el MDSCAL de Kruskal y el ana-
lisis factorial no métrico de Guttman-Lingoes. Estos anilisis se resolvieron en la identi-
ficacidon de varios conjuntos de items unidimensionales que entonces se escalonaron
independientemente utilizando un procedimiento simple de escalas de Guttman.
McRae (1970) ha trabajado de una manera parecida con datos de elecciones legislati-
vas. Calcul6 la Q de Yule como indice de similaridad entre cada par de listas por las
que los representantes podian votar a favor o en contra, y obtuvo una reptesentacién
en dos dimensiones de la matriz de similaridades resultante utilizando el EMD no
métrico

Pero cualquiera que sea la técnica que se emplee en ayuda del ojo clinico del in-
vestigador, mientras que &ste siga examinando sus datos en forma agregada corre el
riesgo de reunir subgrupos de casos con diferentes pautas de relacion entre las va-
riables. Los psicologos han expresado esto sugiriendo que diferentes grupos de perso-
nas pueden mostrar diferentes estructuras factoriales sobre la misma baterfa de tests.
El siguiente ejemplo muestra cémo el modelo INDSCAL de Carrol y Chang propot-
ciona al investigador de encuestas algunas palancas para afrontar el problema, y ade-
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mis le ofrece una representacion visual simplificada de una masa de datos numéricos
complejos.

Los datos para este ejemplo consistian en respuestas a un corto inventario de 21
items relativos a los valores que la gente espera satisfacer en el trabajo. Los sujetos que
rellenaron el inventario fueron una muestra representativa de alumnos escoceses que
dejaron la escuela en 1970 (para los detalles del muestreo, véase Jones y McPherson,
1972).

Se pensd z priori que las diferencias de comportamiento estadistico de las relacio-
nes entre los items referidos a valores ocupacionales bien podian estar ligadas con las
diferencias entre los perfiles medios de tales valotes entre grupos diversos. Por consi-
guiente se definieron seis subgrupos del total de la muestra como probablemente por-
tadores de perfiles de valores marcadamente distintos. Estos grupos etan los siguien-
tes:

1. Hombres que ingresaron en cursos universitario de ingenieria o escuelas técni-
cas (2 = 93).

2. Hombres que ingresaron en cursos de ciencias (# = 165).

3. Hombres que accedieron a un empleo a tiempo completo, sin seguir simulti-
neamente cursos de educacién o adiestramiento a tiempo parcial (» = 175).

4. Mujeres que ingresaron en cursos de lengua o literatura en la Universidad
(n = 115).

5. Mujeres que ingresaron en el curso de magisterio (7 = 224).

6. Mujeres que accedieron a un empleo a tiempo completo, sin tomar clases a
tiempo parcial (2 = 195).

Los grupos de cursos universitarios se definieron de acuerdo con las normas del Conse-
jo Central de Admisiones a la Universidad. Se calcularon las correlaciones producto-
momento entre cada dos de los 21 items de valoracién, para cada uno de los seis
subgrupos.

Las seis matrices de correlaciones se podrian interpretar quizi como matrices de co-
eficientes de similaridad entre valores. Cuanto mas grande sea la correlacién entre dos
variables, mayor seri la similaridad entre ellas, y estarin mis prximas en un espacio
en el que las variables estén representadas como puntos. Sin embargo, una vez que
hemos «producido» informacidn al suponer que las relaciones eran lineales, lo cual es
necesario para calcular los coeficientes de correlacién, ya no tiene sentido pretender
que no la tenemos. Es ficil mostrar que las distancias estin relacionadas con las cova-
rianzas y las correlaciones de Pearson (productos escalares) (véase Torgerson, 1958, o
van de Geer, 1971) y pueden transformarse ficilmente. Para las covarianzas:

d, = (52 + s — 2557 )2

donde s.? es la varianza de la variable 7 y 7, es la correlacion producto-momento entre
las variables 7 y ;.

En el caso de que las variables estén normalizadas (standard), la ecuacién se redu-
ce a:

d, = (2= ) = 21 = r)"
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TaBLA 3. Items de autovaloracién que tienen que ver con «valores ocupacionales» y que se pre-
sentaron a una muestra fepresentativa de personas que terminaban la escuela en Escocia.

(4)

11. (B)
12. (C)
13. (D)
14. (E)
15. (F)
16. (G)
17. (H)
18. (1)
19. J)

20. (K)
21. (L)

He pensado mucho en el nivel de ingresos que espero obtener antes de los treinta
afios (INGRESO). (Escala de nueve puntos, desde «fuertemente de acuerdo» a «fuer-
temente en desacuerdos).
(Mi trabajo ideal deberia darme...) oportunidad de trabajar mis con gente que con
cosas (GENTE). (Escala de nueve puntos, desde «absolutamente esencial» hasta «no
deseado en absolutos).
...oportunidad de tener una elevada posicion cuando tenga treinta afios
(POSICION).
...oportunidad de seguir intensamente mis intereses académicos e intelectuales (ACA-
DEMIA).
...permitirme mirar hacia delante y ver un futuro estable y seguro (SEGURIDAD).
...oportunidad para ayudar a los jévenes (AYUDAR).
...quedar libre de la supetvision de otras personas (LIBERTAD).
...pedirme una actividad original y creativa (CREACION).
...proporcionarmc aventura y excitacion (EXCITACION).
...absorber mis energias e intereses tanto dentto como fuera del trabajo
(ABSORBER).
...darme una oportunidad de ejetcer un hdcrazgo moral (LIDERAZGO).
...Incluir viajes al Reino Unido y al extranjero (VIAJES).
...operar intensamente con teotias e ideas (IDEAS).
...darme la ocasién de trabajar con nifios (NINOS).
...darme poder para tomar decisiones importantes (PODER).
...tener una actividad laboral bien delimitada (DEFINICION).
...posibilitarme ascender en la vida (ASCENDER).
...permitirme estar junto a mis padres y mi familia (PADRES).
...no comprometerme con un determinado tipo de trabajo durante mucho tiempo
(NO COMPROMISO)

..permitirme ser auténomo o mi propio jefe (AUTONOMIA).
éQué importancia crees que tiene el que un trabajo propotcione la oportunidad de
ganar mucho dinero? (DINERO). (Escala de nueve puntos desde «extremadamente
importante» a «en absoluto importantes).

y las distancias entre items pueden estimarse a partir de las correlaciones entre los mis-
mos, tanto si tenemos en cuenta las desviaciones tipicas de los ftems en cuestién como
si no las tenemos. Claramente, el investigador debe tomar su propia decisién sobre qué
método utilizard en un caso como éste. Dado que no es prictica normal estandarizar las
variables dentro de cada subgrupo antes de formar las escalas o analizar los datos, no-
sotros aconsejamos estimar las distancias utilizando las covarianzas (y las desviaciones
tipicas), siendo este el analisis al que nos referimos aqui. Las seis matrices de distan-
cias entre items fueron ajustadas al modelo INDSCAL que hemos descrito anterior-
mente. Se empled la version métrica del INDSCAL, ya que deseibamos que las dis-
tancias en el espacio solucién fuesen una funcién lineal de (las «distancias» en) los da-

tos.
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El escalonamiento se hizo en tres y en dos dimensiones, y las coordenadas de los
valores en las configuraciones de los espacios de los grupos se muestran en la tabla 4.
Se deberia tener presente que las dimensiones (correlacionadas) del espacio del grupo
de una solucibn INDSCAL estin «fijas», en el sentido de que cualquier rotacién
destruiria las propiedades estadisticas (minimos cuadrados) de la solucién. Por lo tanto
tiene pleno sentido tratar de interpretar estos ejes, que pueden recibir un nombre en
funcién de los items que tengan proyecciones méximas sobre ellos.

TABLA 4. Cootdenadas tridimensionales y bidimensionales de la solucion INDSCAL (solucién
sucesiva, JIOY = 1), de las matrices de correlaciones producto-momento entre 21 items de un
cuestionario (interpretadas como indices de similaridad entre items).

Coordenadas INDSCAL (IOY = 1)

Solucién 3-D Solucién 2-D
Cuestionario abreviado I I 111 1 I
1. INGRESO 0.283 0.054 —0.062 0.283 —0.053
2. GENTE —0.081 —0.283 0.202 —0.081 0.283
3. POSICION 0.189 0.176 —0.132 0.189 -0.176
4. ACADEMIA —0.054 —0.022 —0.330 —0.054 0.022
5. SEGURIDAD 0.375 —-0.128 —0.038 0.375 0.128
6. AYUDAR —0.093 —0.369 0.176 —0.093 0.369
7. LIBERTAD —0.125 0.096 0.015 —0.125 —0.091
8. CREACION —0.288 0.027 —0.240 —0.288 —0.027
9. EXCITACION —0.268 0.229 0.075 —0.268 —-0.229
10. (A) ABSORBER -0.276 —0.134 —-0.187 -0.276 0.134
11. (B) LIDERAZGO —0.077 —-0.210 —0.214 —-0.077 0.210
12. (C) VIAJES —0.168 0.338 0.019 -0.167 —0.338
13. (D) IDEAS —0.149 —0.069 —0.318 —0.149 0.069
14. (E) NINOS —0.158 —0.376 0.397 —0.158 0.376
15. (F) PODER 0.039 0.078 —0.244 0.039 —-0.078
16. (G) DEFINICION 0.342 —0.218 0.078 0.342 0.219
17. (H) ASCENDER 0.264 0.222 —0.142 0.264 -0.222
18. (I) PADRES 0.229 -0.179 0.253 0.229 0.179
19. J) NO COMPROMISO —-0.077 0.303 0.435 —-0.077 —0.303
20. (K) AUTONOMIA —-0.225 0.306 0.230 —0.224 —-0.306
21. (L) DINERO 0.319 0.166 0.078 0.319 —-0.166

Tomando sblo la solucién bidimensional (ya que el ajuste para este modelo es tan
solo un poco peor que para el tridimensional) la primera dimensién separa por un la-
do los items relacionados con el bienestar econémico y las recompensas externas de un
trabajo, y por otro aquéllos que implican satisfacciones intrinsecas al mismo (INGRE-
SO, DINERO, DEFINICION, SEGURIDAD, ASCENSO, frente a CREACION, AB-
SORBER); la segunda dimensién, que podria denominarse «localismo versus valores
cosmopolitas», distingue los items que incluyen una cierta orientacién de cuidado o
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alimentacién de los nifios, de aquellos que pueden describir los empleos que dan gran
libertad de movimientos (AYUDAR, NINOS, DEFINICION, PADRE, LIDERAZGO,
versus EXCITACION, VIAJES, NO COMPROMISO, AUTONOMIA).

DIM2
e+1 .
localismo

NINOS x x AYUDAR

GENTE x
LIDERAZGO x PADRES x ™ DEFINICION
recompensas x ABSORBER x SEGURIDAD recomp:
intrinsecas IDEAS x externas
. ACADEMIA x |e .
-1 CREACION x x INGRESO +1

LIBERTAD x x PODER
POSICION x x DINERO
EXCITACION x I x ASCENDER

AUTONOMIA x \;(IAI?I?S COMPROMISO

cosmopolitismo

i

FiGura 3. Espacio INDSCAL del grupo.

La configuracion’ de los items de valores se representa en la solucién INDSCAL en
dos dimensiones (figura 3). A simple vista se pueden identificar ficilmente grupos de
items similares, como por ejemplo (a) NINOS, GENTE, AYUDA, ABSORBER; (b)
POSICION, DINERO, PODER, INGRESO, ASCENDER; (c) EXCITACION, AUTO-
NOMIA, VIAJES, NO COMPROMISO.

En un estudio tradicional el anilisis descriptivo y exploratorio podria terminar
aqui, pero el modelo INDSCAL nos permite ir mis lejos. Especificamente, el investi-
gador puede preguntarse si la configuracién global representa adecuadamente las
pautas de relacion entre los valores ocupacionales para los diferentes subgrupos. Como
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ya hemos explicado, el modelo permite representar a los esujetos» individuales o gru-
pos como una transformacién de la configuracion conjunta. Esta transformaci6n se lle-
va a cabo permitiendo que cada «individuo» modifique uniformemente («estire» o
«encoja») la escala de cada una de las dimensiones de la configuracién globa! de los
estimulos, multiplicindolas por un peso. Los pesos correspondientes a cada uno de los
subgrupos, constituidos en «pseudo-sujetos», se muestran en la tabla 5, y los pesos se
representan en un espacio «de los sujetos» bidimensional (figura 4). Las diferencias
son interesantes. La estructura de valores ocupacionales de los hombres indica que los
items se organizan predominantemente con respecto a un factor de «recompensas
intrinsecas versus extetnas», mas que en funcién del de <localismo-cosmopolitismos.
En términos de «distancias privadas» entre items, los grupos masculinos dan menos
importancia a la segunda dimensién que a la primera. Por contra, los subgrupos fe-
meninos organizan los items principalmente a través del factor «localismo versus cos-
mopolitismo», aunque debe tenerse en cuenta que lo que aqui hemos llamado «ocalis-
mo» esti ligado con los valores ocupacionales unidos al papel sexual; por ejemplo ayu-
dar a los nifios pequefios.

En el caso de los grupos de mujeres, se atribuye menos importancia a la primera
dimensidn que a la segunda. También parece que, dentro de cada sexo, los subgrupos
cuyos miembros comenzaron a trabajar en lugar de acceder a la ensefianza superior

TABLA 5. Pesos INDSCAL que expresan las correspondientes transformaciones de la configura-
cién conjunta (véase la tabla precedente) para los seis grupos.

Solucién 3-D Soluciéon 2-D
Grupo 1 11 111 I II
1. Estudiantes de ingenieria mascu-
linos 0.658 0.284 0.418 0.658 0.284
2. Estudiantes de ciencias masculi- .
nos 0.588 0.437 0.359 0.588 0.437
3. Empleados masculinos 0.805 0.272 0.220 0.805 0.272
4. Estudiantes femeninas de lengua  0.452 0.683 0.230 0.452 0.683
5. Estudiantes femeninas de profe-
sorado 0.336 0.806 0.156 0.335 0.806
6. Empleadas femeninas 0.739 0.394 0.183 0.739 0.394
Sumas de cuadrados ................... 2.289 1.616 0.463 2.289 1.616
Indicador de la bondad del ajuste Solucién 3-D Solucién 2-D

Porcentaje de varianza explicada
por la solucion INDSCAL 72.8% 65.1%

Nova: Se utilizd la solucién secuencial, y por lo tanto los ejes son ortogonales. (De hecho, en ambas so-
luciones 1 y II presentan una correlacion de 0.049; la correlacién entre Iy III es 0.015, y entre 11 y I es
0.084).
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. , DIM1
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FiGURA 4. Espacio INDSCAL de los sujetos.

tienden a organizar sus valores dando prioridad a la dimensién I (recompensas exter-
nas-cosmopolitismo). Por supuesto, se puede usar la figura 4 para comparar los
subgrupos en términos de sus pautas relativas de ponderacién. Teniendo esto en cuen-
ta es evidente que las mujeres que se pusieron a trabajar tienen unos pesos INDSCAL
mis parecidos a los de los grupos masculinos que aquellas mujeres que continuaron
hacia la educacién superior.

Las consecuencias de aplicar pesos «pseudo-sujetos» individuales a la configuracién
conjunta pueden verse mejor contrastando los «espacios privadoss de dos subgrupos
«pseudo-sujetos» de caracteristicas extremas;

(a) Grupo 5: Mujeres que estudian para obtener el titulo de profesor de escuela
primaria.
(b) Grupo 3: Hombres que accedieron a un empleo sin continuar sus estudios.
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NINOS x " AyypAR

GENTE x
x DEFINICION
LIDERAZGO x| X D
ABSORBER x x SEGURIDAD
IDEAS x
x ACADEMIA

P—

t 1 DIM1
* PODER

POSICION x x DINERO
EXCITACION  x x ASCENDER
AUTONOMIA x x NO COMPROMISO
VIAJES x

PADRES
DEFINICION
NINOS x K%———.LIDERAZGO SEGURIDAD
e e
ABSORBER x IDEAS* /QCADEMIA)s X x
f—————————— CREACION x— x‘;~*~] 5ER- * INGRESO

4 DIM1

x PODER
EXCITACION x,, X . DINERO

X X,
AURONOMIA /7 / ] ASCENDER
TIBERTAD NO COMPROMISO \_ POSICION

VIAJES

(B)

FIGURA 5. INDSCAL: dos espacios «privadoss.
(A) Grupo 5: mujeres, estudiantes de Magisterio.
(B) Grupo 3: hombres, sin mis educacién.
PESOS: A — (0.34, 0.91) B — (0.81, 0.27).
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Claramente, los «estitamientos» y «encogimientos» uniformes que soporta el espacio
global cuando se transforma en los «espacios privados» de estos dos grupos extremos
indica plausiblemente el contraste que se da entre los modos en que se relacionan los
items de los valores ocupacionales. Entre las mujeres que accedieron al curso de profe-
sorado de escuelas primarias, la primera dimension (horizontal en la figura 5) no
discrimina mucho entre los items. La segunda (vertical) continiia separando los items
a lo largo de un continuo que se refiere a la «ayuda a las personas con dedicacién con-
tinuas. El dibujo de la figura 5a contrasta fuertemente con el de la figura 5b. En és-
ta, la dimension segunda (la vertical en la figura) se ha encogido, y es la horizontal (la
primera) la que sigue discriminando, esta vez sobre la base de una referencia a los sis-
temas internos o externos de recompensas.

4.5. Conclusiones y desarrollos

Esta aplicacion del modelo INDSCAL es 1itil para resumit y presentar concisamen-
te el tipo de informacién sobre correlaciones que se genera a menudo en el anilisis
preliminar de los datos obtenidos en las encuestas sociales. También proporciona una
via de aproximaci6n a un aspecto del problema de la «<adecuacién de los factores» al que
nos referfamos antetiormente: decidir si diferentes muestras de sujetos que se han me-
dido con el mismo conjunto de variables pueden o no ser descritas con el mismo con-
junto de factores subyacentes. Parecidas conclusiones se extraen de la descripcién y va-
loracién de la interaccién concepto-escala en el diferencial semintico (veinse Bynner y
Romney, 1972; Jones, 1972 y Coxon, 1972 para continuar la discusién). Sin embar-
go, el modelo INDSCAL impone una restriccién importante: la Gnica transformacién
vilida se deriva del estrechamiento o dilatacién diferenciales de las dimensiones fijas de
la configuracién global. No estin permitidas las rotaciones de ejes en el modelo IND-
SCAL, y la razdn es la siguiente. Si todos los sujetos percibieran un espacio euclideo
de los estimulos idéntico, entonces se podria permitir cualquier rotacién rigida, por-
que dejaria invariantes las distancias. Por contraste, el modelo INDSCAL afirma que,
mientras que las distancias en cada espacio privado son euclideas, no lo son referidas
al espacio del grupo, ya que reciben factores de ponderacién idiosincriticos para las
«métricas subjetivas» propias de cada individuo (v€ase la ecuacién [5] mis arriba).

Cualquier rotacién de las coordenadas del grupo {x,} cambia cada una de las méun-
cas subjetivas de los individuos. Esto significa que los valores de los datos predichos por
un modelo ajustado cuyas coordenadas del grupo hayan sido rotadas (para facilitar la
interpretabilidad o para otra cosa), siempte se ajustarin peor a los datos originales que
en el caso de la soluci6n sin rotar. El precio de la rotacién es una pérdida de exactitud.

Carroll y Chang (1970) han sugerido que esta propiedad del modelo INDSCAL
brinda una ventaja adicional, que es la interpretabilidad directa. Ciertamente, muchos
estudios publicados por psicélogos parecen apoyar esta declaracién, pero seria dificil ar-
giiir que la interpretabilidad sustancial se relaciona directamente con las propiedades
formales. Schénemann y Wang (1972, p. 443) establecen una analogia con el método
de las componentes principales:

«El hecho de que las componentes principales estin Gnicamente dadas por unas
condiciones matemiticamente apropiadas no significa necesariamente que sean tam-
bién psicolégicamente ttiles o estén dotadas de sentido.»
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La unicidad de la otientacién de las dimensiones INDSCAL puede ser un inconve-
niente sustancial, cuando tal vez una rotacién de la configuracién del espacio del grupo
proporcionaria un marco de referencia mis interpretable; un anilisis INDSCAL inde-
pendiente para cada conjunto de datos de cada subgrupo revela a menudo notables di-
ferencias en las orientaciones de los ejes. Si tales datos fueran agregados, la orientacion
de las dimensiones del grupo global seria en gran parte una «componenda» (en el mal
sentido) entre las diferentes otientaciones. Un modelo que permitiese una totacién di-
ferencial de los ejes, segiin sus pesos especificos, comportaria una clara ventaja en tales
casos, ya que seria posible representar a los sujetos usando distintas combinaciones de
los ejes de referencia para sus juicios. Carroll ha esbozado tal modelo, que es claramen-
te una generalizacién del INDSCAL, peto para la mayoria de las aplicaciones en el ana-
lisis de encuestas los desarrollos como éste no tendrin probablemente un interés mucho
mis que académico. La importancia de estos modelos es que ensefian bastante bien que
si el problema de la agregacién en las poblaciones heterogéneas se toma en serio, en-
tonces nuestros modelos de anilisis no tendrin mis remedio que cotresponderse con la
complejidad de los datos.

Nota del Editor

Programas de Ordenador

La mayoria de los programas informaticos de Escalas Multidimensionales se encuentran en la
seric MDS(X), desarrollada por un equipo de la Universidad de Edimburgo y del University
College de Catdiff. En esta serie se halla la siguiente relacién de programas:

* CANDECOMP (CANonical DECOMPosition)

¢ HICLUS (Hlerarchical CLUStering)

e INDSCAL-S (INDividual Differences SCALing)

e MDPREF (MultiDimensional PREFetence Scaling)

¢ MINICPA (Michigan-Isracl-Nijmegen Integrated Series: Conditional Proximity Analysis)
e MINIRSA (MINI Rectangular Smallest Space Analysis)

® MINISSA (Michigan-Israel-Nijmegen Interated Smallest Space Analysis)
¢ MRSCAL (MetRic SCALing)

® MVNDS (Maximun Variance Non-Dimensional Scaling)

* PARAMAP (PARAmetric MAPping)

® PINDIS (Procustrean INdividual DIfferences Scaling)

* PREFMAP (PREFerence MAPping)

* PROFIT (PROperty FITting)

® TRISOSCAL (TRIadic Similarities Ordinal SCALing)

® UNICON (UNIdimensional CONjoint measurent)

La serie estd implementada en el centro de procesos de datos de la Universidad Complutense
de Madrid.
Para obtener informacién sobre estos programas se puede escribir a,
The MDS(X) Project
Sociological Research Unit
University College
P.O. Box 78
CARDIFF CF1 1XL
Gran Bretafia
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LA CLASIFICACION DE LOS DATOS






5. Introduccion

En esta seccidn incluimos dos técnicas: el Anilisis Discriminante y el Anilisis de
Conglomerados'. Ambas técnicas tienen por objetivo la clasificaciébn de los indivi-
duos, aun cuando difieran en la forma como se lleva a cabo dicha clasificacion y la in-
formacién que propotcionan. En el anilisis de conglomerados hay que agrupar a los
individuos (objetos) en una setie de grupos desconocidos por nosotros a priori. Cada
grupo esti constituido por un conjunto de individuos parecidos entre si y diferentes al
resto. Por el contrartio, en el anilisis discriminante el investigador define a priori los
grupos, y los objetivos del anilisis son (1) distinguirlos en base a la informacién que
hay en los datos y (2) clasificar a los individuos en los grupos. Se trata de ver qué va-
riables son las que mis discriminan entre los conglomerados, con el fin de predecir la
adscripcién de los sujetos a los grupos en funcién de los valores que tomen en esas va-
riables. En un caso, pues, los grupos hay que constituitlos a partir de las variables
(anilisis de cluster) y en otro los grupos estin constituidos y lo que hay que ver es lo
especifico de cada uno de ellos para poder asignar los individuos a los grupos respecti-
vos (anilisis discriminante). Veamos por separado ambas técnicas.

Un ejemplo con dos grupos permitiri ilustrar el objetivo del and/isis discriminan-
te. Supongamos una muestra de » individuos, medidos en p variables. Y supongamos
también que tenemos una variable y, con dos categorias, lo cual permite hablar de
dos grupos, segtn los sujetos se clasifiquen en una u otra categoria. En esta variable
damos un valor 1 al individuo que pertenece a un grupo y 0 al que pertenece al otro.
Utilizando la regresion maltiple podemos predecir a partir de las p variables indepen-
dientes el valor de Y para cualquier individuo. Segiin que la prediccién se acerque al
1 0 al 0 el individuo se clasificard en uno u otro grupo. Las variables con un mayor co-
eficiente de regresion serin aquellas que mis discriminan, y el conjunto de variables
serd tanto mejor cuanto mayor sea la equivalencia entre los valores estimados y los re-
ales (entre la clasificacién conocida y la estimada por la regtesién). El procedimiento
serviria para predecir el grupo de pertenencia de aquellos individuos que no estu-
vieran clasificados en la variable Y (por ejemplo si Y es el voto, podriamos clasificar a
los individuos que no contestan a esta pregunta), al tiempo que podriamos ver qué
variables son las que mis influyen en la clasificacién.

En este ejemplo tan simple la regresion ha servido para realizar el analisis discrimi-

! En esta introduccién vamos a utilizar indistintamente las palabras cluster, conglomerado o grupo.
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nante. En situaciones mis complejas el procedimiento cambia pero los problemas per-
manecen. Habri que partir de unos supuestos del modelo que estemos utilizando.
Habri que seleccionar las variables que discriminan entre los grupos. También habri
que encontrar la(s) funcién(es) que mis discriminan. Y por Gltimo habri que definir
un procedimiento de clasificacién de los individuos. Respecto del primer punto, po-
demos enumerar los supuestos de la siguiente manera (véase Klecka, 1975 y 1980):

® s necesario que haya al menos dos grupos;

® para cada grupo se necesitan 2 0 mis casos;

® se puede utilizar cualquier nimero de variables discriminantes siempre y cuan-
do su niimero sea inferior al nimero de casos menos dos;

® la variable que define los grupos ha de ser nominal, mientras que las variables
discriminantes tienen que ser intervales. Cuando las variables sean cualitativas
habri que convertirlas en variables 0-1;

® ninguna variable discriminante puede ser combinacién lineal de otras variables
discriminantes;

® ¢l nimero miximo de funciones discriminantes que se pueden calcular podri
ser igual al ndmero de variables discriminantes, siempre y cuando su nimero no
sca mayor que el nimero de grupos menos uno;

® las matrices de varianza-covarianza de cada grupo han de ser aproximadamente
iguales;

® las variables discriminantes han de tener una distribucién normal
multivariable 2.

Respecto de la seleccion de las variables discriminantes digamos que en aquellos
casos en los que se dude de la capacidad discriminante de las variables se puede hacer
una seleccién entre todas ellas. Por ejemplo, puede haber variables cuyas medias en
los diferentes grupos sean iguales o variables que compartan la misma informacién
discriminante aun cuando cada una por separado sea capaz de discriminar. En estos
casos se pueden seleccionar las variables siguiendo un procedimieno que, en funcién
de algiin criterio, elija la variable que mis discrimina en cada paso, afiadiendo sucesi-
vamente las variables que forman la combinacién mis discriminante (véase procedi-
miento en el texto de Martinez Ramos).

Una vez que tenemos las variables, como indica el autor del capitulo, se trata de
«teducit» su niimero a una, dos o mis nuevas variables (factores) que sean combina-
ciones, lineales 0 no, de las anteriores. Ellas solas (y generalmente las dos o tres pri-
meras) son capaces de identificar o discriminar a los grupos, previamente constituidos,
tan bien como la larga setie de variables introducidas originalmente. Estas nuevas va-
riables (factores) discriminantes reciben el nombre de funciones disctiminantes. En
términos generales podemos decir que las funciones discriminantes se calculan resol-
viendo el problema de los vectores propios, ya conocido del anilisis factorial. Concep-
tualmente se trata de calcular los coeficientes para la primera funcién de manera tal

2 En la prictica la técnica es muy robusta y no es completamente necesario que sc¢ cumplan los dos dlti-
mos supuestos. Klecka (1980: 60-62) explica qué ocurre cuando se viola este supuesto.
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que las medias de los grupos en esta funcion sean lo mis diferentes posible. Los coefi-
cientes de la segunda funcién se calculan tratando de maximizar las diferencias entre
las medias de los grupos en esa funcién, con la condicién de que los valores de esta
funcién no estén correlacionados con los valores de la primera. Y asi sucesivamente
con el resto de las funciones. A semejanza con el anilisis factorial, una vez definidas
las funciones discriminantes hay que interpretar su significado; para ello se procede de
manera semejante a como se hace cuando se utiliza aquella técnica.

Por Gltimo queda la fase de clasificacién de los individuos. Se puede hacer a partir
de sus valores en las funciones discriminantes o en las variables discriminantes. En el
caso de que se haga a partir de las variables discriminantes no se puede hablar pro-
piamente de anilisis discriminante, puesto que no se calculan las funciones discrimi-
nantes y su peso en la prediccion de los grupos —un ejemplo de este tipo es el que se
mostraba al comienzo de esta introduccién, utilizando la regresién como método de
clasificacion—. Tal como sefiala Klecka (1980, pp. 47-48) la clasificacién en base a las
funciones reduce el trabajo considerablemente. Hay algunas circunstancias en las que
los resultados (la clasificacién) diferirin segiin se utilizen variables o funciones discri-
minantes; por ejemplo cuando las matrices de covarianza de los grupos sean diferen-
tes, debido a que en el cilculo de las funciones discriminantes se hace el supuesto de
igualdad mientras que este supuesto no se necesita cuando se utilizan variables discri-
minantes con el fin de hacer la clasificacién. Otra circunstancia que lleva a resultados
diferentes se da cuando se ignoran funciones disctiminantes debido al hecho de que
no son significativas. en este caso los resultados que se consiguen utilizando las fun-
ciones discriminantes son preferibles. En su trabajo Martinez Ramos explica el proce-
dimiento de clasificacion a partir de las funciones discriminantes.

Desde un punto de vista prictico, el anilisis discriminante tiene parecido con el
anilisis factorial de correspondencias. Como parte del anilisis en ambos casos se consi-
gue aislar variables (categorias en el anilisis de correspondencias) que diferencian o
discriminan a los individuos. Recordemos c6mo al hablar de las correspondencias
deciamos que uno de los resultados era la formacién de estereotipos. Igual ocurre en
el anilisis discriminante, puesto que las variables o las funciones que mis discriminan
también se puede decir que definen el estereotipo especifico de cada uno de los gru-
pos.

El nombre del andlisis de Cluster se utiliza para definir una gran variedad de téc-
nicas que tienen por objetivo la basqueda de grupos en un conjunto de individuos.
Junto al nombre de anilisis de cluster también se utilizan ottos nombres para definit
el mismo procedimiento; por ejemplo, en biologia se habla de «taxonomia numérica»
y en psicologia «reconocimiento de patrones». También se conoce la técnica como cre-
acidn de tipologias o simplemente clasificacibn. A diferencia con otras técnicas del
andlisis multivariable los métodos mis simples del anilisis de conglomerados (méto-
dos de las distancias minimas, miximas, o distancias entre los centroides, por
cjemplo) estin desprovistos de todo contenido matemitico y se pueden utilizar sin
ninguna dificultad haciendo uso de los programas de ordenador.

Si partimos de la matriz de datos X (# individuos x p variables), tipica del anili-
sis multivariable, las dos preguntas que nos podemos hacer son las siguientes: ¢son las
variables similares?, ¢son los individuos similares? A partir de la matriz de correla-
ciones, obtenida de los datos, R(p x p), el anilisis factorial da solucién a la primera
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pregunta. Calculando una matriz de proximidades, P(n x #), el anilisis de conglo-
merados resuelve la segunda’.

X(»xp)
correlacién distancia o
entre variables similaridades entre individuos
Seestudian K (2 X p) P(n x n) se estudia el
relaciones entre agrupamiento de
variables individuos semejantes

A. de componentes A. cluster.
principales. Escalas
A. factorial multidimensionales

Bisicamente, podemos decir que el anilisis de conglomerados consiste en poner
limites o batreras a un conjunto de individuos (objetos). Si representamos a los indivi-
duos en un espacio euclideo, donde los ejes son las variables, la posicién de los indivi-
duos dependera de los valores que tomen en las variables (fig. 1). El anilisis tratara de
agrupar a los individuos en funcién de su similaridad en todas las variables considera-
das simultineamente*

var, 2
individuos
X
<y XK
xX X
X
var. 1
X
)(x x
X

var. 3

FIGURA 1. Representacion de los individuos (objetos) en un espacio euclideo.

Para proceder a la clasificacién de los individuos el anilisis sigue dos etapas: medi-
ci6n de la similaridad entre los individuos y aislamiento de los grupos. La solucién al

3 También es posible, aunque menos frecuente, que el anilisis factorial se aplique a la matriz_P y el
anilisis de conglomerados a la matriz R. Nosotros no nos vamos a referir en esta introduccién a este tipo de
anilisis.

4 Bailey (1974: 61) seifala con acierto la confusién que se produce al decir que los individuos se asignan
a uno u otro grupo, puesto que puede dar a entender que los objetos sc mueven en el espacio. Los objetos
permanecen estiticos y lo que se mueve son los fimites de los clusters con el fin de dar cabida a los indivi-
duos que les «pertenccens.

136



INTRODUCCION

problema de la medicién de la similaridad dependeri del tipo de informacién del que
se disponga. En el anilisis de conglomerados se admiten variables intervales y va-
riables del tipo ausencia-presencia (binarias). En el caso de tener variables nominales
con mis de dos categorias es necesario transformarlas en variables 0-1. Martinez Ra-
mos ofrece un repertorio de medidas para situaciones en las que todas las variables son
de tipo interval (medidas basadas en las distancias y medidas basadas en la correla-
cién), todas son variables 0-1 (medidas de asociaci6n) y situaciones en las que hay va-
riables de todo tipo (coeficiente de similaridad de Gower).

Cuando las variables son intervales, con el fin de homogeneizar las diferentes esca-
las de medida hay que proceder a su estandarizacién, conscientes de que tal procedi-
miento tiende a diluir las diferencias entre lo grupos. Otros problemas de las variables
a los que se refiere Martinez Ramos son la existencia de correlacién entre ellas, su ni-
mero excesivo o la ponderacién a la que se les puede someter con el fin de relativizar
su importancia. El autor explica las soluciones a estos problemas.

Respecto del problema de los métodos de clasificacién, se puede distinguir entre
dos grandes bloques: métodos jerirquicos y métodos de optimizacion (también llama-
dos de reotdenacidn). Todos los métodos del primer tipo tienen 2 cosas en comin.
Una, que producen una secuencia de particiones de los 7 individuos en g grupos, con
£ que va de # a 1 —una particién significa que los grupos son mutuamente excluyen-
tes y que cada individuo esti en un solo grupo—. Dos, que los métodos tienen la
propiedad de que si a partir de un punto determinado del anilisis dos individuos es-
tan en el mismo grupo, permanecen juntos para el resto del anilisis.

Los métodos jerirquicos se dividen en aglomerativos o ascendentes y asociativos o
descendentes. Martinez Ramos explica la diferencia entre ambos métodos e incluye di-
ferentes algoritmos de clasificacién para cada tipo. La pregunta de cuil es mejor tiene
dificil contestacion. Cuando los conglomerados son circulares (figura 2a) todas las téc-
nicas son buenas (detectan bien los grupos). Los problemas surgen cuando los datos
tienen las estructuras del tipo 2b o 2c (figura 2).

var. 2 var. 2 var, 2

P 'F Ly
R
. @ w’h /:i'

var. 1 var. 1

a) b) <)

FIGURA 2. Representacién de diferentes estructuras de clusters en un espacio bidimensional.

‘ En el caso b, segn Everitt (1974 y 1982) el método de las minimas distancias
(single /inkage) lleva a malos resultados debido a que el «encadenamientos de indivi-
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duos que se establece entre los grupos tiende a diluirlos. En el caso ¢, métodos como
el de la mixima distancia (complete linkage) o el de las distancias medias entre los
grupos (average linkage) tienden a imponer en los datos una estructura esférica, sin
detectar su propia estructura. Con el fin de ver la bondad de la estructura descubierta
por el anilisis se pueden utilizar dos criterios. Uno es que la solucién debe de satisfa-
cet la «desigualdad ultramétricas’. Otro es que el coeficiente de correlacion cofenético
(véase Martinez Ramos) debe de tener un valor superior a .85.

En general, una desventaja de los métodos jerirquicos es que no permiten que los
individuos (objetos) que han sido mal clasificados en una fase inicial del anilisis
puedan set reclasificados en etapas posteriores.

Los métodos de reordenaciéon implican la optimizacion de algiin critetio de agru-
pamiento. El objetivo del anilisis es encontrar una medida numérica indicativa de la
bondad de una buena clasificacién, para luego elegir una particidon de los individuos
en una setie de grupos que optimizen dicha medida. Las medidas utilizadas estin ba-
sadas en la dispersién o varianza, tratando de lograr que los grupos se constituyan de
tal manera que su dispetsion intra grupo sea pequefia comparada con la dispersion
entre grupos.

En términos pricticos, la diferencia mis aparente entre estos métodos y los jerir-
quicos radica en que en los Gltimos se tienen las relaciones entre los individuos estruc-
turadas jerirquicamente, mientras que en los primeros el resultado del anilisis slo
propotciona los grupos finales con sus individuos. Debido al tiempo de ordenador
gastado en los cilculos los métodos de optimizacién no admiten el anilisis de tantos
individuos como los jerirquicos —segin Everitt (1977), 1.000 individuos y 50 variables
superaria ya el tope admisible de los métodos de optimizacion.

El anilisis de conglomerados es una técnica que se puede aplicar junto con las es-
calas multidimensionales con el fin de definir e interpretar los grupos que se forman
como resultado de este método (véase una ilustracion en Kruskal y Wish, 1978: 44-
46). La matriz de distancias entre los puntos que se obtiene en el anilisis multidimen-
sional se puede utilizar como entrada del anilisis de conglomerados, tratando de ver
los grupos que se constituyen e interpretindolos después con la ayuda de las dimen-
siones donde se sitdian.

Respecto de la relacién entre el anilisis de conglomerados y el anilisis factorial ya
hemos sefialado que cuando se utiliza la técnica Q el anilisis factorial también sitve
para reducir el nimero de individuos. Pero asi como en el anilisis de conglomerados
los grupos satisfacen los requisitos de cualquier tipologia, la exhaustividad y la mutua
exclusividad, en el anilisis factorial un individuo (objeto) puede pertenecer a (saturar
positivamente en) mis de un factor, puesto que su varianza se divide entre los factores
—es decir, los factores no son mutuamente excluyentes.

> Esta desigualdad dice que si tenemos dos individuos X ¢ y, unidos al nivel & (donde & es el nivel del
dendograma) dx,y) < max (dx,z), &y,z))
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6. Fundamentos del Anilisis Discriminante y su
aplicacion en un estudio electoral

Por Emilio Martinez Ramos

6.1. Introduccién

Supongamos una muestra de individuos que pertenecen a varias clases o grupos.
Por ejemplo, una muestra de individuos distribuidos en funcidn de la intencién que
tienen de votar a los partidos politicos en unas préximas Elecciones Generales. De ca-
da individuo conocemos una serie de variables que le caracterizan y que definen sus
actitudes politicas. La distribucién de los individuos en grupos (electorados potencia-
les) es conocida a priori, antes de tomar cualquier otra informacién de esos indivi-
duos. Pues bien, el objetivo del anilisis discriminante consiste en diferenciar los gru-
pos (electorados o potenciales en nuestro caso), previamente definidos, lo mis posible
teniendo en cuenta exclusivamente la inférmacién disponible de cada sujeto y, en el
mismo sentido, conocer cuiles son las variables mas discriminantes, es decir aquellas
que mejor discriminan a la muestra en dichos grupos. Que existen variables que son
capaces de discriminar un electorado potencial de otro parece obvio, ya que el tener
una intencién de voto determinada no es una consecuencia del azar, sino que depen-
de de una serie de actitudes politicas.

En un lenguaje mis tecnico, el problema que nos resuelve el anilisis discriminante
es el de «reducir» el niimero de variables que discriminan a los grupos a una, dos o va-
rias nuevas variables (factores) que son combinaciones, lineales o no, de las anteriores
y que ellas solas (y generalmente las dos o tres primeras) son capaces de identificar o
discriminar los grupos, previamente constituidos, tan bien como la larga serie de ellas
introducidas directamente en el anilisis.

Asi, pues, podemos diferenciar los siguientes objetivos del anilisis discriminante.

Un primer objetivo, encaminado a explicar el fendmeno que estemos estudiando,
consiste en determinar si en funcién de las variables con las que hemos caracterizado a
los grupos, &éstos quedan suficientemente discriminados. En la prictica puede sucedet
que las variables elegidas para caracterizar a los grupos no sean las que mejor los
discriminan; y en tal caso, en funcién de ellas no podemos hablar formalmente de
uno u otro grupo. Por ejemplo, si tenemos dos grupos: los votantes de derecha y de
izquierda, y para identificarlos hemos incluido variables como «estado civil» 0 «ntime-
ro de hijoss, es evidente que no podemos diferenciarlos. Si sélo dispusiéramos de esta
informacién, no podriamos hablar de un grupo de votantes de derecha y otro de iz-
quierdas, aunque sepamos que existan, y asi nos lo hayan declarado los propios indi-
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viduos. Ahora bien, si sabemos que existen esos grupos en la realidad, es razonable
pensar que existird un conjunto de variables que los identifique. Precisamente la bis-
queda de esas variables discriminantes y la determinacién del poder de discriminacion
de cada una de ellas, es uno de los objetivos del anilisis.

Un segundo objetivo, encaminado a predecit un comportamiento, consiste en atri-
buir o asignar un individuo, del que no conocemos a qué grupo pertenece a priori
(individuo anénimo), a uno de ellos, con un cierto grado de riesgo, siempre en fun-
cién de la informacién disponible.

Pero el analisis exige unas asunciones previas. Existen tests capaces de comprobar
en qué medida se cumplen estos requisitos previos que enumeramos sucintamente a
continuacién.

Si cada individuo esta representado por un vector en el espacio de las variables, su-
ponemos, que esos vectores siguen una ley multinormal y que los centroides de cada
grupo se diferencian significativamente.

Igualmente asumimos que, en la poblacion, las matrices de varianza-covarianza de
los grupos son iguales o muy parecidas’.

La muestra debera ser representativa de cada uno de los grupos que estén consti-
tuidos a priori. Sin embargo no es necesario que el tamafio de la muestra de cada gru-
po sea el mismo.

Las variables deberin ser elegidas de manera que puedan definir y discriminar los
grupos. No sabemos con qué importancia participard cada variable en la discrimina-
ci6én, ni qué submuestra de ellas es la que mis discrimina. Lo que nos interesa, antes
de realizar el anilisis, es introducir todas aquellas variables que puedan en mayor o
menor grado explicar el fendmeno, es decir, su desagregacién en modalidades o gru-
pos. Estas variables deberin ser elegidas de manera que sean lo mis independientes
posible.

A partir de estas disquisiciones previas vamos a seguir explicando el anilisis discri-
minante sobre el soporte de un caso concreto.

6.2. Seleccion de las variables discriminantes

Se ha realizado una encuesta en una provincia espafiola a 492 individuos. El estu-
dio es una tipica encuesta preelectoral con 26 preguntas sobre actitudes y comporta-
mientos politicos, asi como con preguntas sobre la caracterizacién personal del indivi-
duo, y tiene como objetivo estimar el voto de los electores en dicha provincia (véase
variables en Apéndice).

Realizada la encuesta, de los 492 individuos, sblo 275 nos declaran su intencién de
voto y 217 o no lo declaran o no estin decididos todavia. La encuesta se realiz6 una
semana antes de las elecciones legislativas de 1982.

! Algunos programas de andlisis disctiminante, como por cjemplo el implementado en el paquete BMDP,
realizan el test de Box con el fin de contrastar esta hipétesis; en caso de rechazar el supuesto, el programa se
detiene no realizando ningtin otro cilculo.
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La intencién de voto declarada en la encuesta es:

Niimero de casos

por grupo

PSOE 121
AP 77
PCE 4
CDS 6
Otros 13
Abstencioén 54

TOTAL 275

Estos son los grupos constituidos a priori. Recordemos que faltan 217 individuos que,
o son indecisos, 0 no han querido declarar su voto.

En primer lugar, el anilisis nos muestra los valotes medios y las desviaciones
tipicas de cada variable, en cada uno de los grupos constituidos a priori, y en el total
de la muestra.

Veamos:
Medias
P.15 P.50 P.14 P.18 P.53 P.s1 P.22 P.54

PSOE 0.00000 088430 000000 0.02479 0.01653 0.01453 0.78512 0.01653
AP 0,00000 0.0389% 0.00000 0.72127 0.00000 0,792 0.051%5 0.07792
PCE 0.00000 0.25000 0.50000 0.00000 0.00000 0.00000 0.25000 6,00000
CDS 0.86667 016667 0.00000 0.00000 0.16887 0,60000 000000 0.16667
OTROS 0.00000 0.07692 0.00000 0.3076% 0.07692 0.53845 ,23077 0,30769
ABSTENCION 0,00000 0,25926 0.00000 0.09257 0,00000 0.16667 0.25926 0,03704

TOTAL  0.01455 046182 0,00727 0.24727 0.01455 0.28364 0.42545 0,05455

TaBLA 1. Medias y desviaciones tipicas de 8 de las 26 variables, para cada uno de los 6 grupos.

A continuacién el anilisis nos muestra la matriz de varianza-covatianza intra gru-
pos que llamamos W. Exponemos a continuacion sblo una parte de dicha matriz.

P.15 P.50 P.14 P.18 P.53 P.51 P.22 P.54
P15 G.A956629E-02
P50 C-MT3ISE-02 0.1046099
P.14  O.00000006400 0.1858736E-02 0.3174726-02
P.18  0:00000006400 -0, 1278327601 0,00000006400 0.9481249€-01
P.53  ~0.24783156-02 <0.7480241E-02 0,0000000€+00 ~0.1328175E-02 0. 1384144E-01
P51 0.GX00000EH00 ~0.2594071E-01 0,0000000E400 0.1960249E-01 ~0,2124407602 0. 9644782601
P.22  0,00000006+00 0.2500183E-01 0,1858734E-02 ~0.1295106E-01 0.M4STIRSE-02 -0.13514176-01 0.1399015
P54 0.12391576-02 ~0.11134726~01  0.0000000E400 04352500602 -0.1984300E 02 —0.2474930E-01 -0.1202720602 0.4843085E-01

TABLA 2. Reproduccién parcial de la matriz de covarianza intra-grupos.

Esta matriz tiene (#» — g) grados de libertad, siendo g el niimero de grupos y # el
nimero de individuos (275 — 6 = 269).
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Tomemos por ejemplo la pregunta 15. En la matriz W, suma de las matrices de
covarianza W, donde 7 = 1, ..., 6, el valor del primer elemento es, segiin las tablas,
de 0.49566 x 10-2,

Para conocer de donde sale este valor no tenemos nada mis que sumar ese primer
elemento de la diagonal en todas las W,. E/ primer elemento de la diagonal en cada
W, es, naturalmente, la varianza de cada variable.

Posteriormente, el anilisis nos proporciona la matriz de covarianza de cada grupo,
que llamamos W,, Wy, W... etc.

Y después podemos observar en las tablas la matriz de covarianza total del conjun-
to de los 275 individuos. A esta matriz la llamamos T (tabla 3). Por ejemplo el ele-
mento de la diagonal de la matriz T correspondiente a la variable P.15 es 0.0143862.
Veamos de ddnde sale esta cantidad. La desviacién tipica de la variable P.15 en el
conjunto de los 275 individuos es, segln las tablas, de 0.11994 (tabla 1), luego su
cuadrado es la varianza que cotresponde al primer elemento de la diagonal de la
mattiz T.

Marriz T

P.15 P.50 P.14 P.18 P.53 P51 P.22 P.54

P.15  0.14385206-01

P.50 -0.67A1871E-02 0.2494452

P.14 -0.10617126-03 0.2784994E-03 0,7246184E-02

P.18 -0.3609821E-02 -0.1036629  -0.1804%10E-02 0.1858082

P.53 -0.2123424E-03 -0.6741871E-02 -0, 1081712603 ~0.3609821E-02 0,1438420E-01

P.5S1 -0.4140677E-02 -0.1314665  -0.2070338E-02 0.1193895  -0.4140677E-02 0,2039283

P.22 -0,6211015E-02 0.1495156  0.5441274E-03 —0.90988726-01 0,4737690E-02 -0,1078646  0.2453351

P.54 0.28533S1E-02 ~0.2526202E-01 -0.39814206-03 0.1201062E-01 -0,7962B40E-03 -0,1552754E-01 -0.12342406-01 0.5175844€-01
TABLA 3. Reproduccion parcial de la mattiz de varianza-covarianza del conjunto de los 275 indi-

viduos.

El programa que hemos utilizado en este caso va paso a paso. El cada paso selec-
ciona la variable mis disctiminante. Para dicha seleccién utiliza varios estadisticos que
pasamos a estudiar a continuacion.

Veamos el primer paso, la seleccion de la primera variable mis discriminante de
las 26 que se han utilizado (tabla 4).

La variable mis discriminante es la P.15, porque de acuerdo a las tablas es la que
ha obtenido un mayor valor en el estadistico F o un menor valor en el estadistico
Lambda de Wilks. Observamos que el valor F = 105.2524, en la P.15, es mayor que
cualquiera de los valores de F en el resto de variables. A

A

El estadistico F responde a la siguiente relacién F = V4l en la que | A| es el de-

terminante de la mattiz de covarianza inter grupos y | W] es el determinante de la
matriz de covarianza intra grupos. F, por supuesto, es un escalar; el numerador nos
indica la distancia entre los centroides de los grupos. Evidentemente, cuanto mais
grande sea esa distancia, mejor, mis separados quedan los grupos. El denominador es
el determinante de la matriz suma de las matrices de covatianza de los grupos; cuanto
menor sea ese valor, mejor, pues mas homogéneos serian los grupos en si mismo. De
manera que cuanto mayor sea F, mejor; y el mayor de todos es el cotrespondiente a la
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AT STEP 1y P.15  UWAS INCLUDED IN THE ANALYSIS.

DEGREES OF FREEDON SIGNIFICANCE BETWEEN GROUFS

WILKS’ LAMBDA 0.3382534 1 3 26940
EQUIVALENT F 105.2524 3 269.0 0.0000
RAD’'S V 926.,2618 3 0.0000 (APFROX.)

~m=s-m-====—— UARIABLES IN THE ANALYSIS AFTER STEF 1 --=----mmmemmmmn

VARIABLE  TOLERANCE F TO REKOVE RAD‘S V
P15 1.0000000 105,25
a)
VARIABLES NOT IN THE ANALYSIS AFTER STEP 1
MININUH :
VARIABLE  TOLERANCE  TOLERANCE F TD ENTER RAOD'S V
F30 0,9881545  0.9881545 76,480 910.1281
Fl4 1,0000000  1.0000000 92,809 791,341
P18 1,0000000 1,0000000 33.449 797.1205
P33 0.9104749  0.9104749 8.7110 643,8270
) 1.0000000  1.0000000 61,163 8366047
p22 1.00060000  1,0000000 41,093 73775359
PS4 0.9934035  0.9935035 4.4810 548.94693
Pi1 0.9879171  0.9879171 7.7954 570,6300
F40 0.997593%  0.9975955 69,346 877.6696
P26 0.9857385  0,9857385 4.8097 957,6419
P03 0.9993795  0.9993795 2.4016 943.4156
P83 1,0000000  1,0000060 0.53201
FBs 1.0000000  1.0000000 1.5287 534,1204
F83 1,0000000  1.0000000 0,97504
F13. 1,0000000  1.0000000 94,268 801.1477
F90 ¢.9983970  0.9983970 4,0988 48,4816
F19 1.0000009  1.0000000 0.80980
P28 1,0000000  1.0000000 38,313 721.1088
F81 1.00600000  1,000000 0.83892
F&0 0.9987505  0,9987505 1,4857 533.,7205
po2 0,9914380  0.9914380 1.5140 341.,6813
F33 0.9914149  0.9914149 5,9534 957.3354
F74 0.9935796  0.99535794 1.4427 943,7645
F24 1,0000000  1.0000000 4,773 350,2989
b)

TaBLA 4. Seleccion de las variables que mis discriminan. a) variable elegida en el primer paso;
b) variables que no se incluyen y sus estadisticos.
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variable P.15. De todas las variables, la P.15 es la que ofrece un mayor valor en la re-
lacién entre las distancias inter centroides de los grupos y la suma de las varianzas de
cada uno de ellos.

Veamos grificamente estas ideas, en un primet caso en el que el valor de F es
grande y en un segundo caso en el que es pequeiio.

Primer caso en el que el valor de F es grande (variable muy discriminante).

PSOE AP
poca dispersién, gran poca dispersién, gran
homogeneidad en el O O homogeneidad en el
grupo. grupo.

distancia entre centroides de los grupos, gran-

de.

Segundo caso, en el que el valor de F es pequefio (variable poco discriminante).

PSOE AP

mucha dispetsién,
poca homogeneidad en el grupo ®

distancia
pequeiia

Hemos visto en las tablas que el programa utiliza, ademis de F, otros estadisticos.
La Lambda de Wilks va en sentido contrario a F. La relacién que existe entre ambos es
la siguiente. Llamemos A a la Lambda de Wilks.

1

F=—+-1
A

Comprobemos en las tablas esta relacién. Los valores de Fy A en la primera va-
riable que se introduce (P.15) en la funcién discriminante son:

F = 105.2524
A = 0.3382534

Conociendo A calculemos F segiin la relacién anterior con los siguientes grados de
libertad.

n—g—p+1
g—1
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Siendo 7 el nimero de individuos, g el nimero de grupos y p el namero de va-
riables, que en este primer paso es

Fe(L _) (2B -6-1

+ 1
_ _ = 105.2524
0,338253%4 6 —1 )

En la cuarta columna del cuidro que hemos expuesto antetiormente el programa
nos proporciona la significatividad de B. El minimo valor por encima del cual deja F
de ser significativo es 0.001. Esta condicion se establece antes del anilisis y puede ser
modificable. De manera que contrastamos la hipétesis nula de que no existe diferen-
cia entre las medias correspondientes a esta variable P.15 que acabamos de introducir,
en cada uno de los grupos. El valor de F obtenido es como ya sabemos de 105,2524
que se compara con el de las tablas de distribucién de F. Los grados de libertad en es-
te caso son, por un lado 5, es decir, 6 grupos menos 1; por otro lado 269, es decir,
275 individuos menos 6 grupos. Si la hipétesis nula de igualdad de medias es cierta,
la probabilidad de obtener un valor de F como el conseguido es extremadamente ba-
ja, luego se rechaza la hipbtesis nula, es decir, hay diferencia significativa entre las
medias.

Después de cada paso y antes de introducir la siguiente variable, el programa nos
presenta el siguiente cuadro en el que podemos analizar c6mo se van diferenciando
los grupos (tabla 5).

Para cada par de grupos se calcula el estadistico F. Debajo del valor F aparece el
nivel de significatividad. Vemos que hay muchos valotes entre grupos que todavia,
después de este primer paso, no son significativos.

f STWTISTICS AND SIGNIFICANCES BETWEEN FAIRS OF GROUFS AFTER STEF 1
tACH F STATISTIC HAS 1 AND 269.0 DEGREES OF FREEDNCH.

GROUP 1 2 3 4 &
GRCUP
2 0,00000E+00
1.0000
3 0.00000E+00  0.00000E+00
1,0000 1,0000
4 512,58 499,11 215,20
0,0000 0.0000 0.0000
§ £.00000E100 0,00000E400 0.00000E+00 348,11
1.0000 1,0000 1.0000 0.0000
7 0.00000E100 0,00000E+00 0.00000E400 484,20 0.00000€£400
1,0000 1.0000 1.0000 0.0000 1.,0000

TABLA 5. Valor de la Fy nivel de significacién entre parcjas de grupos, después del paso 1.
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Después, el programa efectiia el segundo paso en el que se busca una nueva va-
riable, de las 25 que quedan, que forme, conjuntamente con la ya elegida, la P.15, la
pateja de variables mis discriminante. Para lo cual volvemos a emplear los mismos cri-
terios que en el primer paso.

~ Segiin las tablas esta nueva variable es la P.50. Asi como el primer paso era muy

sencillo, pues al tratarse de una sola variable los cilculos se basaban en la varianza,
ahora, con dos variables, la aplicacion de los criterios de discriminacién empieza a
complicarse, puesto que ya hay que trabajar con matrices de varianza-covarianza.

Por ejemplo, el cilculo del criterio A (Lambda de Wilks), en este segundo paso
tiene la siguiente forma.

VllVIZ gmpo + VHVIZ grupo + etc
VaVa | A ViV B )
VllVll

V,.V,, | en el total

Siendo V}, la varianza de la variable P.15 en el grupo A, que puede ser el electorado po-
tencial del PSOE; V), la varianza de la variable P.50 en el mismo grupo; V, la cova-
tianza entre las variables P.15 y P.50 en el mismo grupo y asi sucesivamente.

Veamos qué ha sucedido en este segundo paso (tabla 6).

Para que una variable pueda introducirse en la funcién discriminante debe aportar
«algo» a la separacién entre grupos. Para medir esta aportacion ya hemos dicho que
utilizamos una serie de criterios, por ejemplo el F. Ahora bien para poder entrar, la
variable debe superar un valor minimo de F que es 1. Por debajo de este valor de F
no entra la variable. Por ejemplo, las variables P.83 y P.85 tienen valores en el
estadistico F menotes que 1 y nunca entrarin. Peto ademis de este criterio podemos
utilizar otro que tiene en cuenta lo que en las tablas de ordenador es llamado «nivel
de tolerancia». El nivel de tolerancia puede ir de 1 a2 0.001. Como vemos existe para
cada variable un nivel de tolerancia minimo, el cual varia en cada etapa y por debajo
del cual la variable no entra en la ecuacién. Nos conviene que el nivel de tolerancia
sea alto, porque la correlacion entre las variables ya introducidas y la que se va a intro-
ducit, no puede exceder de 1 menos la tolerancia; entonces si la tolerancia fuera baja,
la correlacién es proxima a 1, y si la variable introducida tiene una alta correlacién con
las demids de la funcién discriminante, la matriz de covarianza serd singular y no se
puede realizar el anilisis.

También conviene decir que algunas de las variables ya seleccionadas pueden ser
expulsadas de la ecuacién, es decir pueden perder su poder de discriminacidon. Esto
ocurre porque se han ido introduciendo variables que conjuntamente estin correla-
cionadas con alguna de las ya introducidas y en tal caso el programa las expulsa, lo
que no presupone que no puedan volver a entrar en un paso posterior. Para medir es-
to se utiliza el «F to removes, el cual debe ser mis pequefio que un valor dado antes
del inicio del anilisis.

En el tercer paso se vuelve a seleccionar una nueva variable y asi sucesivamente
hasta que el nimero de etapas coincida con las solicitadas a priori o hasta que la
nueva variable no incorpore ningn poder de discriminacién entre grupos, o hasta
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AT STEF 2 P3O WAS INCLUDED IN THE ANALYSIS.

DEGREES OF FREEDON SIGNIFICAHCE BETWUEEN GROUFS

UILKS" LAMEDA 0.1393783 2 95 269.0
EQUIVALENT F 89.97118 10 53540 0,0000
RAD'S ¥ 910.1281 10 0.0000 (APPROX.)

VARTABLE  TOLERANCE  F_TO REMOVE RADS V
P15 0.9981545 10473
F30 0.9881545 74,480
a)
VARTABLES NOT IN THE ANALYSIS AFTER STEP 2
HININUM

VARIABLE  TOLERANCE ~ TOLERANCE  F TO ENTER RAD’S V
P14 0.9910094  0.9792704 53,570 1185,380
P18 0.9833268 0.9716788 28,765 1124,548
P53 0,8573334  0,8573384 11,655 1066,107
sl 0.9325047 0.9214587 25,508 1105,475
F22 0.9567761 0.9454426  9.7423 1027,848
PS4 0.9715178  0.9661900 3,083 9259125
P11 0.9832503  0.9746537 4,249 948,5212
P40 0,8825072 0.8741553 19,108 1091,495
F26 0.9716505  0.9708424 4,329 939.6745
o3 0.9993787  0.9875440  1.4410 927.1879
P83 0.9856399  0.9739645  0.47857
P85 0.9942224  0.9824453  1,0285 915,5155
Pes 0.9733256  0.981791  0,47391
F13 0.9878394 0.9761874 28340 1133,604
P90 0.9199175  0,9104801  1.7493 229139
P19 0.9798952  0.9682878 1,686 925.2934
P28 0.9351899  0,9735198 19429 1058.513
P81 0.9808914  0.9692722 1,237 9194970
P40 0.9973923  0.9888107  1.4375 920,3025
P02 0,9909455  0.9802193  1.5043 9264417
P33 0.9898427  0.9805201  2.3210 934,1361
P74 0.9805662  0.9732530 20360 935.2014
P24 0.999125  0.9880680  4.4440 933,6434

b)

TABLA 6. Seleccion de las variables que mis discriminan. a) variables elegidas en el 2.° paso; b)
variables que no se incluyen y sus estadisticos.
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que el valor del estadistico F sea menor que la unidad, como es el caso del ejemplo
que estamos tratando o hasta que, sencillamente, se hayan agotado las variables.

Y siempre después de cada etapa el programa nos propotciona los valores de F pa-
ra medir la diferencia entre centroides de cada par de grupos (tabla 7).

F STATISTICS AND SIGNIFICANCES BETWEEN PAIRS OF GRCUFS AFTER STEP 2
EACH F STATISTIC HAS 2 AND 268+0 DEGREES OF FREEDOM.

GROUP 1 2 3 4 8
GROUF
2 162,04
0.0000
3 7.5072 0.81610
0.0007 0.4432
4 239.41 254:33 107.%2
0.0000 0.0000 0.0000
6 36,875 0.77241E-01 0.44156 186,91
0.0000 0.9257 0.6435 0.0000
7 70,293 7.4232 0.15386E-02 242,71 1.6787

0,0000 0.0007- 0.9985 0.0000 0,1886
TABLA 7. Valor de Fy nivel de significacion entre parejas de grupos después del paso 2.°.

Naturalmente, conforme introducimos nuevas variables, la disctiminacién de los
grupos va a ir mejorando, ya que cada nueva variable introducida, por poco que sea,
incorpora su poder de discriminaci6n. Si tal cosa no sucediera el programa se pararia.
Vemos en el cuadro anterior que todavia, después del paso 2, el valor de F entre algu-
nos pares de grupos, no es significativo. El anilisis debe continuar.

En el caso que estamos analizando se registran 22 pasos y al final quedan 3 va-
riables por introducir, precisamente aquellas, como ya hemos dicho, que alcanzan va-
lores por debajo de la unidad en F. Veamos las tablas cotrespondientes al Gltimo pa-
so, el 22 (tabla 8).

Y las tablas correspondientes a la situacién entre grupos en la que podemos apre-
ciar que todos los valores de F ya son significativos por debajo del 0.001 que permite
el anilisis (tabla 9).

Ya sabemos, pues, qué variables van 2 participar en el cilculo de la funcién discri-
minante. La funcién disctiminante no es otra cosa que un factor, una nueva variable
combinaci6n lineal de las anteriores. Puede haber tantas funciones discriminantes co-
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AT STEP 229 P24 WAS INCLUDED IN THE ANALYSIS.
DEGREES OF FREEDON SIGNIFICANCE BETWEEN GROUPS

WILKS' LANEDA 0.0128846 2 35 269.0
AFFROXINATE F 13.86550 110 1219.7 0.0000
kad’s v 2297.450 1o 0.0000 (APFROX.)

VARIABLE  TOLERANCE F T0- REMOVE RAD‘S Y
P15 0.8238311 104,14
P30 0.6484833 18.361
Fi4 0.8202427 51,430
F33 0.7738869 10.797
F51 0.5834843 11.288
P22 0,7229825 3.0873
F34 0.6608170 5.2237
Fi1 2841338 3.3180
P40 05438087 4,9365
F25 0.2729701 2,3402
Fo3 0.6911179 1,2897
F8o 0.8511222 1,7770
FES 0.8278980 1,329
F13 0.2551387 39171
F?0 0.8104369 2,4618
P19 0.6856324 2,3981
F2 2411300 1.822
Fé1 0.8997588 2,263
P40 0.8014564 1.8267
Fo2 59815600 1.,4989
P33 0.5085608 1.5443
F24 0,5309550 1,0605
a)
VARIABLES NOT IN THE ANALYSIS AFTER STEP 22
KININUH
VARIABLE  TOLERANCE  TOLERANCE F T0 ENTER RAD'S V
P18 0.1758289  0,1684992 0.75627
F33 0.5164872  0.2407631 0.80817
F74 0.8466900  0.2411244 054355
b)

TABLA 8. Seleccién de las variables que mis discriminan. a) variables clegidas al final del proce-
so; b) variables no seleccionadas y sus estadisticos.
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mo variables menos una, pero generalmente las primeras son las que explican una
mayor cantidad de varianza, en definitiva las que explican mis el fendmeno que esta-
mos estudiando, en nuestro caso la intencién de voto.

F STATISTICS AHD SIGNIFICANCES BETWEEN PAIRS OF GROUFS AFTER STEF 22
EACH F STATISTIC HAS 22 AND 248.0 DEGREES OF FREEDOH.

GROUP 1 2 3 4
GROUP
2 19,360
0,0000
3 16,827 17.007
0.0000 0.0000
4 30,095 30,287 21,208
0.0000 0.0000 0.0000
4 9.2465 3.1721 13.808 21,223
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
7 12,215 11,335 14,776 28,157 4,2232
Q.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

F LEVEL OR TOLERANCE OR VIN INSUFFICIENT FOR FURTHER COMPUTATION.

TABLA 9. Valor de Fy nivel de significacién entre parejas de grupos al final del proceso de selec-
cién de las variables discriminantes.

En el apartado siguiente explicamos la forma como se calculan las funciones discri-
minantes, primero analiticamente y después mostrando los resultados obtenidos al
analizar nuestros datos.

6.3. Seleccion de las funciones discriminantes
La funci6én discriminante en notacién matricial tiene la siguiente expresién:
— ’ —
z=a'(x;— x)

en la que x; representa las variables de origen (x, es el valor del individuo 7 en la va-
riable ), x, las medias y «a» es el vector de pesos. Cada variable queda afectada por
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un peso, un valor de «a». Precisamente el objetivo del anilisis es estimar los valores
optimos de «a»; conocidos los valores de «a» que corresponden a cada variable es po-
sible estimar un valor z de pertenencia pata cada individuo, como nos lo demuestra la

formula anterior. Veamos cémo estimar los valores éptimos de «a».
Las matrices de covarianza de cada grupo tienen la siguiente expresion

W= (X; — X)'(X; - X)
Y W representa la suma de las matrices de covarianza de todos los grupos.

W =XXW,

?

Por otro lado, T representa la matriz de covarianza total, como si no estuviera la
poblacion distribuida en grupos.

T = (X:, - )—(,)’(Xy - X)
Y A toma la expresion

A=rkdd

Siendo £ una constante y & la mattiz de distancia entre centroides.
A partir de la funcién discriminante obtenemos la siguiente expresiéon para un
grupo cualquiera

2 = Z'Z = a'Wa (en el grupo i, genérico)

La anterior exptesién no es otra cosa que la varianza de Z en el grupo 7 genérico ya
que consideramos que los valores de Z estin normalizados.

De la misma manera obtenemos la siguiente expresion que representa la varianza
de Z en la muestra total.

S22 =2'Z=a'Ta
Y por altimo la expresion
Z, - Z =da

Veamos estas expresiones representadas geométricamente, pero en el caso de dos va-
riables y un solo individuo.
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@ individuo i del grupo A
[
I

)?‘f ______ ™ —\. centroide grupo A
. |
)Tlr —_———_— - . ’centroide | |
total !
I | |
" | 1 |
| 1 |
X7 x4 X4,

Z' Z es la proyeccidn sobre el eje Z de la matriz de covarianza total 7. La matriz de co-
varianza total si las variables estin normalizadas nos indica la distancia desde el indivi-
duo a la media del total de la poblacion o, en el caso general, la suma de distancias de
toda la nube de individuos al centroide del total de la poblacién Z;Z, es la proyeccion
sobre el eje z de la matriz de covarianza del grupo A. Observemos que los valores de los
pesos «a» estin dando orientacion al eje Z. A distintos valores de «a», encontraremos
distintos ejes. Pues bien, de todos los ejes posibles habri que conseguir uno, el 6ptimo,
en el que la proyeccidn sobre €l, es decit Z;Z, = &’ W ,a, o, lo que es lo mismo, la su-
ma de las distancias de toda la nube A a su centroide sea minima y Z'Z = &’ Ta sea
méxima.
El criterio generalmente utilizado para encontrar los valores ptimos de «a» es ha-
cer mixima la siguiente expresion:
a'Ta _ XTZ?

1

a'Wa  TIZ?

Es decir, la varianza total de Z en el conjunto de los grupos, dividida por la suma
de varianzas de Z en cada uno de los grupos.
Pero sabemos que:

a'Ta=aAa+ a'Wa

luego:
a'Ta a'Aa
a'Wa a'Wa
El primer e¢je factorial discriminante serd aquel que maximice el cociente antetior.

Este eje factorial estd, como vemos, en funcidn de los coeficientes 4, de manera que
estos coeficientes deberin ser tales que maximicen dicho cociente.
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’ 14
. .. a'ta . .. a’Aa
Como hemos visto maximizar ——— es lo mismo que maximizar ———. Pues

a'Wa a' Wa
bien, a esta Gltima expresion, la llamamos N que es un escalar, al cual denominamos
valor propio o eigen valor cotrespondiente a un vector propio.

4
. . a'ta . .
En realidad el cociente ——— es la varianza total de z (z eran los valores discrimi-
a'Wa

nantes de cada individuo, o lo que es lo mismo la reduccion de los valores de las va-
riables en cada individuo en la funci6én discriminante) en el conjunto de los invidi-
duos dividido por la suma de varianzas de Z en cada uno de los grupos. Vemos que
cuanto mis grande sea esa expresiébn habri mis diferencia entre el numerador y el de-
nominador y por lo tanto el valor miximo de X serd aquella distribucion de los valo-
res de Z en la que, en cada grupo, conseguimos la mayor homogeneidad posible (va-
rianza muy pequefia); estando al mismo tiempo unos grupos muy separados de otros
ya que la varianza total o la distancia entre los centroides es muy grande. Precisamen-
te la linea que separa los valores de Z asi distribuidos serd el primer eje factorial discri-
minante.

’

. .. a'ta . .. a’'Aa
Pero deciamos que maximizar ——— es lo mismo que maximizar ———. Para
a’'Wa a'Wa

fo: .. &' Aa ]
hacer mixima la expresion ———, aplicamos Lagrange. Hay que tener en cuenta que
@' Wa

tanto el numerador como el denominador, como el propio A, son formas cuadriticas
respecto «a».
Haciendo operaciones en la anterior expresién llegamos a

@a’AA — Na'Wa) = 0
Y derivando parcialmente respecto a <a»
W-'Aa = \a

De lo cual se deduce que los coeficientes discriminantes 6ptimos que vamos buscan-
do se obtienen de la siguiente ecuacién:

a=W-d

«a» es el vector propio o eigenvector de la matriz WA segiin se desprende de la
ecuacion W-1Aa = \a; es decir, el primer eje factorial disctiminante: en otro sentido,
es el vector de pesos que proporciona la discriminacion dptima. De manera que los
coeficientes de la funcién discriminante estin determinados por los vectores propios
de la matriz W='A que corresponden a los mis grandes valores propios o eigenvalores.

Si existieran varios vectores propios, como en nuestro ejemplo, setian ortogonales y
harian el papel de nuevas dimensiones (nuevas variables) en un espacio #-1 dimensio-
nal. Sus correspondientes valores propios A\, ... etc, serian cada vez mis pequefios.
Estos valores propios miden el poder disctiminante del vector propio correspondiente,
es decir el eje factorial. La suma total de los valores propios, como se desprende de lo
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dicho anteriormente, indica el porcentaje total de inercia o varianza que queda explica-
do, es decir que se econservas en la operacién de reduccién de todo el sistema a los ejes
factoriales.

Si en la expresion W-1'Az = \a, sustituimos A por su valor £4d’, tenemos

EW-1dd'a = \a

y si ahora sustituimos «a» por su valor W4 llegamos a X = Kd' W4, que es la dis-
tancia entre los centroides de los grupos, multiplicada por una constante, pero en la
métrica W-'. Esta es la llamada distancia de Mahalanobis. Si la métrica fuera
W1 = I(matriz unidad), la distancia 4" setia la euclideana. Vemos pues que maxi-
mizar A es maximizar la distancia entre los centroides de los grupos en la métrica
w1

De manera que N puede interpretarse como el porcentaje de varianza de Z que
queda explicada o también como la distancia entre los centroides de los grupos.

Volvamos al ejemplo y observemos el siguiente cuadro (tabla 10).

CANONICAL DISCRININANT FUNCTIONS

AFTER
FUNCTION UILKS’ LAMBDA CHI-SQUARED D.F. SIGNIFICARCE

PERCENT OF CUMULATIVE  CANONICAL
FUNCTION EIGENVALUE  VARIAMCE PERCENT  CORRELATION

: 0 00128866 11314 110 0.0000
13 3.69296 43,24 3.4 0.8870823 ¢ 1 0,0604761 729,43 84 4.0000
2 2,66718 11,23 7447 0.8528252 ¢ 2 0.2217748 391,58 60 0.0000
i 1.42030 17,22 91.468 0.7714867 3 3 0,5478363 156,45 38 0.0000
4 0.46041 3.3 92,07 0,3614802 ¢ q 0.8000937 57,987 18 0.0000
b 4 0.24985 2,93 100,00 0.4471086 ¢ 16430897

8,5407
® BARKS THE S CANONICAL DISCRIMINANT FUNCTION(S) TO BE USED IN THE REMAINING ANALYSIS.

TaBLA 10. Funciones discriminantes.

Este es el cuadro resumen del programa y por supuesto el mis importante de to-
dos. Cada una de las cinco dltimas lineas es representativa de una funcién discrimi-
nante. Ya hemos dicho que puede haber tantas funciones discriminantes como va-
riables menos una, pero s6lo las primeras son verdaderamente importantes porque son
las que estdn explicando una mayor cantidad de varianza. En el cuadro anterior vemos
que la suma de las N es igual a 8,5407 y que el primer eje factorial discriminante estd
explicando el 43,24% de la varianza total, lo cual a nuestro juicio es un excelente re-
sultado para este primer factor. S6lo con este factor o esta nueva variable explicamos
casi la mitad de la varianza del fenémeno que estamos estudiando y que recordemos
que es la intencidn del voto. El 43,24% se obtiene de la siguiente expresion:

A x 100

I\,
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La correlacién canénica p, en la cuarta columna, va en el mismo sentido que \ y la
relacién entre ambas es la siguiente:

3,69296

= 0,887082
4,69296

Se llama correlacién canénica porque es la correlacidn entre las nuevas variables y
las primeras.

El valor A (Lambda de Wilks) correspondiente a la linea 0 es el calculado por el
programa con todas las variables a la vez.

En la linea 1 se calcula el valor A cortrespondiente a la primera funcién discrimi-
nante, una vez conocidos los valores «a».

Cuando hay muchos individuos la significatividad estadistica de A puede medirse
por la distribucién x?, con (g —1)p grados de libertad siendo g el niimero de grupos
y o ¢l pimero de variables. Ya que A puede transformarse en una x2. Barlett dio una
aproximacion de A a la x? en 1938 y es la siguiente:

x? = —mlog A

siendom =n—1— % (& + g), ysiendo 7 el nimero de individuos, p el nimero

de variables y g el nimero de grupos.

Se computa A, luego se computa x?, se observa en la tabla el valor de x? y se ve si
la diferencia es significativa.

El resto de las funciones discriminantes, también se distribuye como una x2, asi se-
rd posible conocer si existe alguna funcién mis que posea poder discriminante. En es-
te caso la aproximacién es como sigue.

x=—(n- P# ~ 1) log A’

Siendo p el nimero de variables, 7 el nimero de individuos y g el nimero de grupos.

Los grados de libertad son p — &(g — £ — 1), siendo £ el ntmero de funciones
obtenidas. _

Si el test nos da significatividad estadistica, esto nos indica que al menos una fun-
cidén de las que restan por obtener es discriminante.

Pero recordemos que el objetivo era conseguir unos valores de «a», que son los coe-
ficientes de la funcién discriminante. En el ejemplo estos valores son los de la tabla 11.

Como vemos, cada variable tiene un peso en cada funcidén. Asi, ahora serd mis fa-
cil conseguir los valores z para cada individuo, sin mis que multiplicar el valor que
&ste tiene en cada variable por su peso. Ese valor z es la proyeccion del sujeto corres-
pondiente sobre la linea que representa la funcion discriminante.

Hay que tener en cuenta que cada funcién disctiminante representa una nueva va-
riable combinaci6n lineal de las introducidas. En nuestro caso la nueva variable o fun-
cién primera explica, nada menos que el 43,24% de la varianza. Un paso importante
y dificil serd dar nombre a esa nueva variable o funcién que estd explicando ella sola
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ROTATED STANDARDIZED DISCRIMINANT FUNCTION COEFFICIENTS

FUNC 1 FUNC 2 FUNC 3 FUNC 4 FUNC 5

F15 1,06439  -0,04516 -0.02478 -0,03627  0.06598
30 0.27334  -0.84206  0.26118 -0.08503  0.12143
F14 0.03880  0.11851 -0.01664  1.02923  0.06661
P53 0.49171  -0,20340  0.14706 -0.07088  0.346281
F31 0.00444 -0.26000  0.80239 -0.00788  0.24943
Fa2 -0,12435  -0.33494 -0.00906  0.06403  0.13721
F34 -0.03525 -0.24813  0.36395 -0.09234  0.59237
P11 -0.01148  0.,28476  0.23616  0.02184  0.68163
P40 0.08927  0.38094  0.13257 -0.19357 -0.01102
P26 0.10137  -0,27492 -0,23381  0,30232 -0.15243
Fo3 -0.09548  -0.09990 -0.09216  0.04150 -0.23134
F8é -0,01726  0.03514  0.01016  0.26419 -0.02997
] -0.04768 -0.06181 -0.19406 -0.07234 -0.03048
F13 0.03135  0.41359  0.56221  0.20991  -0.,491%0
F90 -0,09450  0.28318 -0.08101 -0,19564 -0.03838
F19 -0.06710  0.33864 -0,08064 -0.00383 -0.22064
F28 0.,03979  -0.43273  -0.00028 -0.10368  0.42477
F81 0,01223  0.,23626  0.,01841 -0.05059  0.21428
F60 0.09862 -0.12825  0.08350  0.22091 -0.23944
Fo2 =0.15417  -0.,05136 -0.03533 -0.15940  0.27464
F33 0,04763  0.12804 -0.00448  0.18452 -0.02078
P24 -0.00112  0.07367 -0.,06934 -0.09326  0.35523

TaBLA 11. Coeficientes estandarizados de las funciones discriminantes.

casi la mitad de la varianza del fenémeno estudiado, la intencién de voto. Para dar
un nombre a la nueva variable seri aconsejable reflexionar sobre la siguiente tabla que
nos da la correlacién entre las funciones discriminantes y las antiguas variables. Puede
pues interpretarse el significado de las nuevas variables observando aquellas antiguas
variables que tienen muy alta y muy baja correlacién. El dar un nombre concreto a la
nueva variable es trabajo de expertos en sociologia politica.

A continuacién exponemos la citada tabla (tabla 12) junto con otra (tabla 13) que
nos proporciona el valor de las funciones en la media de cada grupo, pudiendo asi ver
la importancia de cada funcidn para los diferentes grupos.

Los asteriscos de la tabla indican el grupo de variables que mais estin dotando de
sentido o significado a cada funcién. Asi, la funcién 1 viene definida por la variable
P.15, pudiendo decir que esta funcién discrimina segtin que los grupos contesten de
una u otra forma a esta pregunta.

La tabla 13 nos proporciona el valor de la funcién en la media de cada grupo; asi
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ROTATED CORRELATIONS BETWEEN CANONICAL DISCRININANT FUNCTIONS AND GISCRIMINATING VARIABLES
VARIAKLES ARE ORDERED BY THE FUNCTION WITH LARGEST CORRELATIOM AND THE WAGHITUDE OF THAT CORRELATION.

FUNC 1 FUNC 2 FUNC 3 FUNC 4 FUNC 3

F15 0.83690%  0.08177 -0.0787¢ -0.03836 -0.056%0
F30 -0.03273  -0.58382¢ -0.12645  0.03940 -0.11118
F22 -0.08119  -0,50830% -0.10006  0.01467  0.07822
Fa0 0.038%0  0.41940¢  0.40060 -0.15135  0.08069
F33 0.13431  0.14973%  0.07576  0.06089  -0.02545
Fo3 -0.,07787  -0.0%420% -0,03224  0.03917  0.00779
P31 -0.02586  0.12331  0.66507%  0.02055 -0.056538
F13 0.00774  0.082356  0.66446% 0.06244 -0.30410
F18 -0.00947  6,05953  0.64270%  0.04827 -0.23380
P28 -0,01374¢  0.03312  0.38520%  0.03377 -0.09322
P30 -0.,035600 -0.02726 -0.15837% 0.,02338 -0.02242
P19 -0.,0226%  0.11687 -0.12337% -0.05057 -0.02651
Fi4 -0,00429  0.02814 -0,03603  0.83746F 0.09633
F&6 -0.00512  -0.08056  0.01948  0.13048% -0.04424
F11 -0.05801  0.15248 -0,11015  0,02212  0,55680%
(] 0.01654  0.01389  0.08040 -0,05332  0.45520%
F26 -0,02715  0.13349  -0,13102  0.06321  0.32902%
F33 0,10500 -0.05056  0.01111 -0.02369  0.25778%
F24 -0,05773  0.15954 -0,16779  0,10621  0.,23282¢
F81 -0.03996  G.02547 -0.08008 -0.05413  0.18967¢
Fo2 -0.05902  -0.05949  0.,01378 -0.03192  0.18967¢
pe3 -0.01270  0.05837  0.06511 -0.02737 -0.13575%
Fé0 0.06467 -0.12065  0.09196  0.10873 -0.13415%
] -0.02163  0.,03950  0.05533 -0.02265 -0.07234¢
F74 0.05646  0.04008  0.04838  0.03286  0.05743%

TaBLA 12. Correlaciones entre las funciones y las variables disctiminantes. Las variables estin or-
denadas a partir de la funcién con mayor correlacién y la magnitud de esta correlacién.

CANONICAL DISCRIMINANT FUNCTIONS EVALUATED AT GROUP MEANS (GROUP CENTROIDS)

GRouP FUNC 1 FUNC 2 FUNC 3 FUNC 4 FUNC 5

-0.18674  -1.69306  -0.997268  -0.11100  -0,15782
-0.21439 1.55796 2,08299  -0.08488  -0.18427
-0.10051 1.,71321  -1.89818 9.39080 0.84210
10,48047 0.85354  -1,00557  -0.25704 0.85252
-0.10245 1,12579 1.25340  -0,38248 2:23020
~0,43057 1,07940  -0,78406  -0,20523  -0.07761

~NOS A NNy -

TABLA 13. Valor de las funciones en la media de cada grupo.
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podemos ver los que realmente son muy distintos del resto. Por ejemplo, en la fun-
cién 1 el grupo 4 se diferencia claramente del resto en su centroide.

6.4. La clasificacion de los individuos

Pasemos ahora a estudiar la fase mis interesante del anilisis, comprobando su po-
der de prediccién o clasificacion.

Obtenidos los valores «a» es posible calcular para cada individuo su valor discrimi-
nante z correspondiente. Para ello, de acuerdo a la expresiéon Z = 2’x, no tenemos
nada mis que multiplicar en cada individuo el valor de cada variable por su peso
correspondiente. Posteriormente normalizamos estos valores z, de manera que pode-
mos utilizar la tabla de la curva normal para estimar probabilidades de asignacion.

Ahora bien, nos podemos encontrar con problemas de clasificacién en la llamada
zona critica. En dicha zona los valores z; de cada individuo estin muy préximos y no
es posible, con certeza, decir que un individuo z; pertenece a A 0 a B.

e - e - e -

|

|

|

I

|

|

I

|

|

| I
74

N
NI
w

Individuo en
zona critica

Entonces, para asignar un individuo a un grupo u otro tenemos que disefiar una
regla de decisién.

Pero antes veamos qué son las probabilidades a priori y a posteriori.

Observamos a un individuo cualquiera que tiene un valor z, y nuestro problema es
buscar una regla de decisién para clasificarlo en uno de los grupos; o dicho en otras
palabras, buscar una regla de decision que nos separe con el minimo error posible los
individuos pertenecientes a un grupo de los pertenecientes a otro.

Pero, ¢disponemos de alguna informacién antes de efectuar la clasificacién de los
individuos, ademis de, naturalmente, el valor Z?, ;conocemos en la poblacién la
estructura probabilistica del fendmeno que estamos estudiando? Puede ser que si, y
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€n nuestro caso, en concreto, no estamos totalmente a ciegas. Este conocimiento de la
realidad puede proceder de una encuesta anterior, del resultado de unas elecciones
anteriores ¢ incluso de los datos de la propia encuesta. Esta informacién, el estado en
el que los individuos se encuentran en la realidad es llamado «probabilidad a priori» y
se designari asi: P(A), P(B)... etc., con la condicion, claro esti, de que la suma de to-
das estas probabilidades sea la unidad.

Conviene recalcar que para calcular las probabilidades a priori, no hemos tenido
en cuenta todavia los datos de la encuesta o al menos no todos, pero, en nuestro caso
es aceptable suponer que a priori la probabilidad de votar PSOE no es la misma que
la de votar PCE o CDS. Pues bien, la incorporacién de esta probablidad a priori, me-
jora la prediccion final.

Las probabilidades a priori introducidas han sido las siguientes:

Probabilidades
Grupo a priori
PSOE 0,44000
AP 0,28000
PCE 0,01450
CDS 0,02182
Otros 0,04727
Abstencién 0,19636

Es decir, estin en funcién del peso del propio grupo en el total de los 275 indivi-
duos que han declarado su voto. Puede que esta probabilidad no sea del todo cotrec-
ta, pero en cualquier caso es mejor que no considerar ninguna y pensar que a priori
todos los grupos tienen la misma probabilidad. Si tuviéramos un conocimiento mis
exacto de la realidad, lo reflejariamos en estas probabilidades a priori.

Otra probabilidad a considerar es la llamada «a posteriori» y es la que resulta del
anilisis, al normalizar los valores de Z de cada individuo. La designaremos asi P(A/Z)
y puede leerse como la probabilidad que tiene el individuo 7 de pertenecer al grupo A
teniendo en cuenta las variables introducidas en el anilisis. Se trata de una probabili-
dad condicional, ya que la pertenencia a un grupo esti condicionada a la informacién
de que se dispone.

Pues bien, segiin Bayes,

PA/Z) = P(Z/A) - P(A)
? = "MZ/A) - (A) + A(Z/B) - P(B)

(siendo P(A), P(B)... etc., las probabilidades a priori),
que es la regla de decisién utilizada para clasificar a un individuo que muestra un va-
lor Z determinado. Y el individuo seri asignado a aquel grupo en el que la probabili-
dad P(W/Z) sea mayor. Si P(A/Z) > P(B/Z) seri asignado a A. Si hay varios grupos
serd asignado a aquel que dé mayor probabilidad.

Vemos que la tabla 15 nos proporciona para cada individuo el valor AW/Z) (en la
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tabla A(G/X)) mayor alcanzado que corresponde con el del grupo al que se le atribu-
ye y el siguiente mayor.

CASE

SUBFILE SEONUM VAL SEL

NONAME
NONAME
NONARE
NONAKE
NONANE
NONAKE
NONAHE
NONAHE
NONAHE
NONAKE

SCemNo e L —-

nN I e T O
gu'zug—-oo@\lam-um-

27

ACTUAL
GROUP

UNGRPD
UNGRPD
1
2
1
2
1
UNGRPD
1
7
UNGRFD

UNGRPD
RIGRPD
UNGRPD
UHGRPD
784

UNGRPD
UNGRPD

UNGRPD
UNGRPD

HIGHEST PROBABILITY
GROUP P(X/6) P(G/X)

70,2987 0.9366
10,7574 0.9668
10,8339 0.9963
70,6959 0.9155
10,6379 0.9989
20,6575 0.9808
10,9753 0.9836
60,0000 1.0000
10,9318 0.9962
7 0.4313 0,7245
7 0.2305 0.9790
20,9349 0.9775
1 0.9035 0.9825
7 0,4262 0.9611
10,9321 0.9469
7 0.6667 0.7713
20,2253 0.9907
20,9070 0.8977
10,9611 0.9949
7 0.2197°0.7820
7 0.7333 0.9314
7 0.9309 0.9380
10,0190 0.7834
1 0.9232 0.9919
4 0.2985 1.0000
2 0.7803 0.9690
2 0.8223 0.9830
1 0.2373 0.9299
7 0.3031 0.6443
10,9421 0.9925
10,2671 0.9763
7 0.6020 0.9616
7 0.8872 0,934
1 0.3496 0.9914
20,0827 0.7316
7 0.8394 0,9665
10,1189 0.9710
20,7910 0.9832
10,5247 0.8361
7 0.3472 0.9207
10,0359 0.9108
1 0.8756 0.9880
2 0.8569 0.8743
2 0.1211 0.9940
7 0.9279 0.9310
20,5793 0.8538
7 0.8404 0.9438
10,2585 0.9650

2ND HIGHEST
GROUP P(G/X)

20,0631
7 0.0332
7 0.0037
2 0.0826
7 0.0011
6 0.0188
7 0.0164
1 0.0000
7 0.0038
10,2861
4 0.0169
60,0211
7 0.0175
20,0369
7 0.0331
20.2073
7 0.0080
7 0.1008
70,0051
10.2177
20,0354
2 0.0516
70,1688
7 0,008t
2 0.0000
60,0293
6 0.0165
7 0.0677
20,3533
7 0.0075
7 0.0237
2 0.0251
20,0610
70,0088
70,2252
2 0.0331
7 0.0289
6 0.0126
70,1623
3 0.0448
7 0.0883
7 0.0120
7 0.1161
70,0039
20,0628
70,1461
20,0551
7 0.0302

DISCRIKINANT SCORES

°v 1535
0.1436
-0.0001
-0.6117
-0.2402
0.2094
-0,2556
3.9704
-0.1302
-1.1941
~0.8632
-0.0513
0.0281
-1.0383
-0.6120
~0.3044
-0.7260
-0.53%6
0.0269
-1.0117
-0.9331
-0.7148
0.7254
-0.0886
-0.8013
0.0818
0.1013
0.1987
-0.9119
-0,3583
0.4110
-0.3816
-0.3347
0.5798
0.099%
=0.4581
0.4448
-0,5347
-0.0607
-0,1834
-1,4689
-0.5224
-0.5617
=0,5240
-0.5527
0.7310
-0.463%
0.5885

2,9360
~1.3168
-2,4758

2,3407
-1,1840

18430
-1.7969

0.1713
-2,7248

0.8697
-0.5033

1.9321
-1.6542

1.6629
-1,3451

1.2360

0.575t

1.7699
-2.3704
-0.7414

1,5265

1.8017
-0.4619
-2,0434

1.6418

1.8703

1.8070
-0.6318

0.3603
-2.243
-0.9784

1.6431

2,1483
-0.9944

19572

2,6604
-1.,1454

1.2494
-0.5219

1,3855

0.3101
-2,3262

1.5568

0,4157

1.8557

1,5010

2,313
-0.8013

-1,0557
-0.7615
-0.8452
-1.4125
-1.0843
3.UB
-0.9897
1.7977
~0.8562
-1.9449
0.2418
3.1517
-0.873%
~0.9201
-1,2883
-1.1011
2.5126
1.0941
-0.7402
-0.4518
-1.7494
-1.6647
~1.0677
-1,0293
1.1416
1.2483
1.2681
-1.4520
1.4218
-1.1462
-0.8812
-1.6760
-1.5218
<0.9154
1.2328
-1.4442
-0.9973
2.9057
-0.9644
-1,5083
-2,0365
-1,0893
1,1088
3075
~1.6265
0.9988
-1.3473
<0.6244

TaBLA 15. Cuadro de clasificacién del anilisis parcial.

-0.3286
~0.3861
0.2480
-0,9036
0.4829
0.5181
-0.3401
-0.5212
0.1308
-0.3421
-0.2774
-0.1710
-0.1460
-0.1892
-0.486¢9
0.2138
0.1851
-0.4088
0,075
-0.4628
-0.6227
-0.2948
-0.2717
0.0503
-1.7837
-0.334§
0.4064
-0.4110
-0,6202
0.1662
0.275%
0.5947
0.1300
0.5993
0.7794
-0.3421
0.7588
-0.4848
~0.6415
1.0384
-0,0896
-0.5328
=0.4121
0.6913
-0.1272
0.7340
-0.0513
0.2843

-0.8273
-0.8365
-0.9407
-0.6848
-0.6458
-0.7712
-0.6718
1.7169
-0.1382
-0.3256
1.9665
-0.2630
-0.8931
1.6386
-0.0243
-1.6714
-0.7197
-0.0356
-0,4208
1.6798
-0.635%
-0.6916
-1.77713
-0.9647
5.5
-0.2644
-0.5787
1,.2230
0.8054
0.1407
1,4051
0.9327
-0.8585
0.6782
1.6962
-0.9176
1.2917
0,092
-0.854¢
0.4518
-0.814
0.1177
0.5764
-0.2547
~0.9604
=0,4570
-1,1915
-1,0307

Y asi podemos ver cémo el partido al que el individuo ha declarado su intencién
de votar en la encuesta puede no corresponder con el partido al cual le ha asignado el
anilisis. Cuando no coinciden el partido o grupo al que le atribuye el anilisis con el
declarado por el sujeto, el programa anota 3 asteriscos.
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Pues bien, hasta ahora sélo hemos tenido en cuenta a los 275 sujetos que han
declarado su voto y por lo tanto formaban parte de alguno de los 6 grupos consti-
tuidos a priori. Pero nada hemos dicho todavia de los 217 que no declaran intencién
de voto y por lo tanto no es posible atribuirles a grupo alguno. Son los que en la
tabla 15 aparecen con el nombre de «ungrpd» (no agrupados).

Pues bien, el anilisis pasa por cada uno de ellos las funciones discriminantes y
calcula una probabilidad de pertenencia, atribuyéndoles a aquel grupo en el que con-
siga un mayor valor. He aqui, pues, el otro objetivo del anilisis, su capacidad de pre-
diccion.

De esta manera podemos construir la llamada «matriz de confusidén» que relaciona
los valores reales de pertenencia a grupos con los valores predichos por el anilisis
(tabla 16).

CLASSIFICATION RESULYS -

NO. OF  PREDICTED GROUP MEMBERSHIP

ACTUAL GROUP CASES 1 2 3 4 6 7

GROUP 1 121 116 1 0 0 2 8
90.9% 0.6% 0.02 0.0% 171 8484

GROUP 2 77 2 48 ¢ ¢ 1 é
2,64 88,31 0.0% 0.0x 1.3% 7.8

GROUP 3 4 0 0 4 0 0 0
0.0% 0.02 100,02 0.0% 0.0% 6.0%

GROUP 4 ) 1 0 0 5 0 0
18,72 0.0% 0.0% 83.3% 0.0% 0.0%

GROUP ] 13 0 8 0 0 7 0
0.02 46.2¢ 0.0% 0.0% 53.82 0.0%

GROUP 7 34 13 10 1 0 1 29
24,4 18,32 1.92 0.0% 1.9% 3.7

UNGROUFED CASES A7 1 H 3 3 9 87
2.7 20,32 1.4% 1,42 411 40,12

PERCENT OF °GROUPED® CASES CORRECTLY CLASSIFIED: 81.09%

TABLA 16. Matriz de confusién. Relaciona pertenencias reales con las predichas por el anilisis.
Vemos que en el 81,09% de los casos, el valor real de pertenencia al grupo decla-

rado por el sujeto coincide con el predicho por el anilisis. Este es un excelente resulta-

do. Los casos de no coincidencia pueden deberse a miltiples causas, entre otras a que
el sujeto no haya sido sincero en su declaracion de intencién de voto.
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En cualquier caso lo mis importante es que los 217 sujetos que no han declarado
intenci6én de voto, el anilisis los atribuye a grupos concretos.

Individuos anénimos

Nimetos absolutos %

PSOE 71 33
AP 44 20
PCE 3 1
CDS 3 1
Otros 9 5
Abstenciones 87 40

Total 217 100

Ahora podemos agregar al voto declarado en la encuesta, el voto predicho por el
anilisis de estos 217 individuos.

Voto declarado
+

Voto declarado Voto predicho

(275) (496)

(%) (%)

PSOE 44 39

AP 28 25

PCE 1 1

CDS 2 2

Otros 5 5
Abstenciones 20 28

Total 100 100

Apéndice

Variables utilizadas en el anilisis

P.15. Pregunta sobre la importancia que le da el entrevistado a un determinado problema de
tipo econdmico. La respuesta se recoge en una escala de 0 a 10 puntos.

P.50. ¢Voté PSOE en las tiltimas elecciones? Si-No.

P.14. Pregunta sobre la importancia que se da a un problema nacional de tipo autonémico.
Respuestas de 0 a 10.
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P.53.
P.51.
P.22.

P.54.
P.11.

P.40.
P.26.

P.03.
P.86.
P.85.
P.13.

P.90.
P.19.

P.28.
P.81.
P.60.
P.o2.
P.33.
P.24.

¢Votd al CDS? Si-No.

¢Votd a AP? Si-No.

Pregunta acerca del partido que mejor puede resolver un problema nacional de tipo eco-
némico. La respuesta es: PSOE-otro.

¢Votd a UCD? Si-No.

Pregunta por la importancia que se da a un problema nacional de tipo social. La res-
puesta de 0 a 10.

¢Autoubicacién politica del entrevistado en una escala de 0 a 7?

Pregunta sobre cuil es el partido que mejor puede resolver un problema nacional de ti-
po autondmico. La respuesta es: PSOE-otro.

¢Tamafio del municipio de residencia?

Pregunta si el entrevistado tiene una determinada ocupacién. La respuesta es: Si-No.
Pregunta similar a la anterior, pero preguntando por otra ocupacién.

Pregunta por la importancia que da el entrevistado a un determinado problema de tipo
nacional. La respuesta: Si-No.

¢Actitud hacia la religién? Las respuestas en una escala de 1 a 5 puntos.

Pregunta sobre el acuerdo del entrevistado con una determinada frase en relacién a la
autonomia de la region. La respuesta es: Acuerdo-Desacuerdo.

Igual que la anterior pero con una frase sobre las instituciones regionales.

Pregunta si el entrevistado tiene una determinada ocupacién. La respuesta es Si-No.
¢El sexo del entrevistado es hombre? ¢Si-No.

¢Edad?

¢Nivel de estudios?

¢Ingresos?

163






7. Aspectos teéricos del analisis de cluster y aplicacion a la
caracterizacién del electorado potencial de un partido

pot Emilio Martinez Ramos

7.1. Introduccion

El objetivo del anilisis de cluster es el siguiente: dado un conjunto de individuos
(M) y teniendo de cada uno de ellos una informacién (N), el anilisis serd capaz de
clasificarlos en grupos de manera que los individuos pertenecientes a un grupo (y
siempre con respecto a la informacién de que se dispone) serin tan similares como sea
posible. Asi pues, un cluster es para nosotros un conjunto de individuos similares. De
todas maneras, cualquier definicién que se dé del cluster a estas alturas, sin profundi-
zar mis en el anilisis, serd ambigua, porque la propia definicién de un cluster estd en
funcién de los algoritmos de clasificacién que se hayan empleado para agrupar a los
sujetos; los cuales pueden ser muy simples, con un fondo estadistico muy sencillo (co-
mo por ejemplo muchos de los utilizados en biologia) 0 muy complicados.

Esta técnica de clasificacién tiene su origen en la biologia, ciencia en la que el
problema de la clasificacion de las especies adquiere gran relieve. El propio Robert R.
Sokal (1977) decia que la clasificacién es uno de los procesos fundamentales en la
ciencia y que los fenémenos deben ser ordenados para que podamos entendetlos.

En este autor, Robert R. Sokal, y en P. H. A. Sneath arranca una de las lineas
mis fecundas del anilisis cluster. Los libros The principles of numerical taxonomy
(1963) y Numerical taxonomy (1972) son aportaciones decisivas para el progreso de es-
ta técnica de clasificacién automitica.

Aunque esta técnica naciera en la biologia, ha sido después aplicada con éxito en
muchos campos, incluido el campo de la sociologia empirica, pero especialmente en
medicina, psiquiatria, arqueologia, antropologia.

En el siguiente cuadro se reflejan los pasos fundamentales del anilisis que explica-
remos en las piginas siguientes: N\

-
variables individuo

individuos ’

(S [ N B I\ Vi e

Estructura arboles-

matriz inicial de matriz de su.mla.u!- cente. exposicion
datos. L dad entre indivi- rafica
Criterio  duyos. algoritmo de & ’
de simila- clasificacién.
ridad.
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Como en otras técnicas del anilisis de datos, partimos de una matriz variables/in-
dividuos, N x M, siendo N el nimero de variables que hemos tenido en cuenta y M
el nimero de individuos'. Esta mattiz no es otra cosa que el cuestionario cumplimen-
tado por la persona entrevistada. En esta matriz el valor de una celdilla representa la
contestaciéon de un individuo a una variable concreta. Estas variables pueden ser de
cualquiet tipo, ordinales, nominales o intervales, e incluso seri posible realizar el ani-
lisis con distintos tipos de variables a la vez.

En este tipo de anilisis deberemos poner especial cuidado en la seleccion de las va-
riables de partida que van a caracterizar a cada individuo y en funcién de ellas se van
a agrupar. Hay que tener en cuenta que en este anilisis, a diferencia de otros, no hay
variable dependiente. Los grupos, aqui, se configuran por si mismos. De ahi también
el caricter exploratotio de este anilisis —como decia Kruskal (1977: 17) «aplicar el
cluster analysis para vagos propdsitos». Junto a una buena seleccién de las variables
(para lo cual tal vez sea necesario realizar previamente otro tipo de anilisis de datos)
habri también que poner especial cuidado en el criterio de similaridad que se utilice.
Como veremos, la literatura sobre el tema y los programas de ordenador disponibles
nos muestran una amplia gama de criterios. Igualmente deberemos seleccionar uno de
los procedimientos de agregacion o desagregacion de los sujetos, mejor llamados algo-
ritmos de clasificacion, que nos presentan los programas al uso.

Aunque el objetivo prioritario del anilisis es la clasificacién de los sujetos, cabe
dotarle de una cierta capacidad de prediccion. Si un sujeto pertenece a un grupo de-
terminado en el que existe un alto grado de homogeneidad en relacién a un conjunto
de variables, por ejemplo relativas a la actitud politica, serd posible atribuir a dicho
sujeto, con un cierto tiesgo, el valor de una caracteristica que le define pero que des-
conocemos porque no la ha declarado, por ejemplo, la intencién de voto.

De acuerdo con el esquema anterior, vamos a reflexionar primero sobre la eleccién
de las variables y sobre los criterios de similaridad, y después sobre el proceso de agre-
gacidn o desagregacion de los sujetos o algoritmos de clasificacion.

7.2. Seleccion de las variables y critetios de distancia y similaridad

A la hora de analizar los datos nos encontramos con los siguientes problemas que
nos pueden plantear las variables seleccionadas. Fundamentalmente hay tres proble-
mas:

—que las variables estén en diferentes unidades
—que las variables estén correlacionadas
—que haya un nimero de variables muy grande.

En el caso de que las variables estén expresadas en diferentes unidades, lo que es
habitual en las investigaciones socioldgicas, convendra «normalizarlas» (llevarlas a una

! Puede leerse en el libro Eléments d'analyse de données de E. Diday y otros, difcrentes tipos de tablas
en que pueden venir los datos. Por la brevedad de este articulo nosotros nos referimos a la tabla de datos
mis habitual, que relaciona los individuos con las variables a través de un niimero. Esta tabla s llama cuan-
titativa.
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métrica comiin), con objeto de evitar las posibles incidencias en los grupos formados a
posteriori. .

Normalizar una variable como sabemos es evitar la incidencia de su unidad de me-
dida. Por ejemplo, si una variable es el ingreso familiar y otra variable es el niimero
de hijos, observamos que ambas variables tienen distinta unidad de medida y que la
variable «ingresos» tiene un espectro mucho mis amplio de posibles valores; de mane-
ra que, en esta variable, los cambios de un individuo a otro pueden ser muy grandes,
e influir decisivamente en el indice de similaridad, y por lo tanto en la formacién fi-
nal de los grupos.

Asi pues, nos interesa eliminar ese efecto y llevar ambas variables a la misma uni-
dad, para lo cual es necesario «normalizars. La formula mis habitual para normalizar
una variable es:

X-X
v

donde X es el valor de la variable, X su media y ¢ su desviacién tipica, de esta forma,
siempre, la variable normalizada tendri la media 0 y la varianza 1.

Para resolver el segundo y tercer problemas deberemos usar el método de los com-
ponentes principales que, como sabemos, reduce el niimero de variables a aquellas
mis significativas, las que explican una mayor cantidad de varianza y que no estin
correlacionadas entre si (véase Batista, en este mismo libro)2.

El método de los componentes principales es una simple rotacidon de los ejes de la
que resulta un nuevo conjunto de coordenadas para cada punto. Aunque hayamos
efectuado una rotacién de los ejes, las distancias entre los puntos no han sido modifi-
cadas si la matriz de partida es no singular; y si es singular, la distancia antes es mayor
que la distancia después de la rotacién, debido a que incluye informacién redundan-
te. Una matriz singular quiere decir que una variable esti exactamente determinada
por una combinacion lineal de otras variables.

Cuantas mis componentes utilicemos la distancia entre dos puntos después de
aplicar la técnica de los componentes principales se aproxima cada vez mis a la distan-
cia entre los puntos sobre el espacio de las variables originales. Cuando el nimero de
componentes sea el total posible (tantos como variables), entonces las distancias deri-
vadas de ambos espacios son las mismas, claro estd, siempre teniendo en cuenta que la
matriz sea no singular.

En este caso, cuando hemos utilizado todos los componentes principales, las dis-
tancias son euclideanas y estin todas ellas dentro de una elipse multidimensional. Si
utilizamos, como es costumbre, sélo algunos de los componentes principales, dos o
tres, es lo mismo, también nos encontraremos con distancias (distintas a las del espa-
cio de las variables originales) dentro de una elipse formada por menos dimensiones.

2 El efecto de esta solucion dependeri de la técnica de clasificacién utilizada. En el caso de algunas téc-
nicas basadas en la optimizacién (algoritmos de asignacién), el uso de las componentes principales sdlo set-
viri para reducir el nimero de variables (véase Everitt, 1974: 48-49). En este caso, para resolver los proble-
mas de estandarizacién y de correlacion entre las variables es necesario utilizar la distancia de Mahalanobis
(véase infra).
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Un dltimo problema que vamos a mencionar es el hecho de que no todas las va-
riables tienen la misma importancia desde el punto de vista del problema sociol6gico
que nos planteamos.

El hecho de que una igual distancia geométrica entre los puntos, puede no indicar
una igual distancia desde un punto de vista sociolégico es importante tenerlo en cuen-
ta, y nos introduce en el tema de la ponderacién de las variables.

Precisamente una forma para ponderar la importancia de las variables consiste en
estandarizar los componentes principales. Esta estandarizacion convertiri la elipse
multidimensional en una esfera multidimensional.

Para resolver dos de los problemas que acabamos de mostrar, uno el de la correla-
cién entre variables y otro el de que las variables vengan en distintas unidadcs, se
suele utilizar la distancia de Mahalanobis.

A partir de la matriz de datos de entrada podemos medir lo similares que son dos
individuos genéricos en funcién de los valotes que en cada uno de ellos tomen las va-
riables introducidas. Para medir esto es necesario elegir un critetio de similaridad. Su-
pongamos que tenemos dos individuos que han contestado a un cuestionario de 60
preguntas, pues bien, deberemos cuantificar lo similares o no que son esos dos indivi-
duos en funcién de sus contestaciones a esas 60 preguntas. No podemos decir que son
muy o poco similares, debemos llegar a una cantidad que mida exactamente su simi-
laridad.

En este sentido existe una legion de indices de similaridad y de distancia entre in-
dividuos, y el investigador debe ser consciente de cuil estid usando en cada momento.

La mayor parte de ellos pueden ser clasificados en 1) criterios basados en la distan-
cia (considerando a los individuos como- vectores en un espacio z-dimensional (aparta-
dos 7.2.1 y 7.2.2) 2) criterios basados en coeficientes de correlacién (7.2.3 2 7.2.5); 3)
coeficientes basados en tablas de datos de posesion o no posesién de una serie de atri-
buciones (7.2.6). Veamos algunos de ellos.

7.2.1. La distancia euclideana

Esta medida de similaridad es la de mis ficil comprensién. Si tenemos dos sujetos
y dos variables que les definen puede comprenderse la nocién de distancia entre ellos,
sin mis que considerar a los individuos como puntos de un espacio de dos dimen-
siones (tantos como variables) y a la variable como la proyeccién de esos puntos sobre
los ejes de coordenadas.
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Si los individuos estin situados en el punto 1y 2 del plano y los valores de las va-
riables son las proyecciones de cada punto sobre los ejes (que representan las variables)
entonces la distancia entre ellos es:

4, =\/(xz - x)P + (0, — 0

Si en vez de dos dimensiones (variables), tenemos » dimensiones, la distancia
entre el punto 1 y 2 serd imposible representarla pero facil expresarla algebraicamente
ya que lo Ginico que tendremos que hacer es generalizar la formula anterior a # casos.

en la que £ representa el nimero de dimensiones o variables.
Si tenemos 7 individuos llegamos a la siguiente expresién

”n
¥ (xz — ,t)2
=1

en notacién matricial:
;= (x;—x)(x;—x)=dd

Naturalmente, cuanto menor sea la distancia entre dos puntos (individuos) mis si-
milaridad hay entre ellos.

7.2.2. La distancia de Mahalanobis (1936)
Si deciamos que la distancia euclideana en notacién matricial era:
&= (5~ x) (- x)=dd
La distancia de Mahalanobis, también en notacién matricial es:
& = (X, — X)' WX, - X)

Siendo W la matriz de covarianza.

Como sabemos, la distancia en un espacio vectorial euclideano esti configurada
per dimensiones que serdn vectores unitarios. La distancia de Mahalanobis no es del
espacio euclideano, sino que nos situamos en otra métrica.

Un espacio con distinta métrica a la euclideana significa que se han ponderado las
variables, se las ha llevado a una misma unidad de medida.

La ventaja de la distancia de Mahalanobis sobre la distancia euclidea es que permi-
te que las variables estén correlacionadas. En el caso de que las correlaciones sean cero,
la distancia de Mahalanobis es igual a la euclidea medida con variables estandarizadas.
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7.2.3. El coeficiente de correlacion producto momento de Pearson

Uno de los coeficientes mas empleados para medir la similaridad entre dos indivi-
duos es el coeficiente de correlacién de Pearson. Generalmente se emplea para datos
de tipo cuantitativo y preferente en el sistema Nearest neighbour que explicatemos
mis adelante.

7.2.4. Coeficiente de correlacion de rangos de Kendall

Este coeficiente se usa cuando en la tabla de datos de entrada los individuos orde-
nan una serie de caractetisticas.

Kendal propone un coeficiente 7 (tau) para comparar dos 6rdenes. Consideramos
dos individuos 7 7 que ordenan simultineamente una serie de caracteristicas, o una se-
rie de individuos que son ordenados por dos jueces.

Se establece el nimero de concordancias y el nimero de discordancias. Para ello se
calculan todas las parejas posibles. Por ejemplo si se estd ordenando a una serie de in-
dividuos por dos jueces, tomamos una pateja 7 #; hay concotdancia si el orden de 7 1 es
igual en los dos jueces, es decir si 7 estd delante de 7 en el 1.* juez y también lo estd
en el 2.° juez. Hay discordancia si sucede lo contrario.

La formula es:

2
T=—m(a_b)

Si hay concordancia total 7 vale 1 y si hay discordancia total 7 vale —1. 2 es el ni-
mero de concordancias y & el nimero de discordancias. »(» — 1) es el nimero total
de parejas. La formula propiamente es

a—b
n(n — 1)

7.2.5. Coeficiente de correlacion de rangos de Spearman

Este coeficiente se usa cuando tenemos variables ordinales. Por ejemplo una serie
de 7 sujetos son clasificados por dos jueces. A una clasificacién la llamamos x, a la
otra y.

6% (x - 3)
fI = 1— L_—_
wn — 1)
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o también
”
4% XY,
3 i=1 —(z+ 1)
n—1| nn + 1)

7, =

x; — 3, es la diferencia entre la posicion del individuo 7 segiin x y segtin y.

7.2.6. Los coeficientes de asociacion (para variables dicotomicas)

Si las variables que definen a la poblacion son dicotdmicas, es decir de
presencia/ausencia; posesién/no posesion, es posible emplear un coeficiente de simi-
laridad entre sujetos llamado marching type y que es muy sencillo. Consiste en es-
tablecer un cociente entre el nimero de coincidencias en las variables entre cada dos
individuos y el total de variables. Existe una amplia gama de coeficientes matching ty-
be, expondremos algunos de ellos.

Si tenemos dos individuos definidos por cinco variables, del tipo de las anunciadas
anteriormente, de posesién/no posesién, y codificamo$ la posesién con un 1y la no
posesién con un 0.

Variables
Individuos a b ¢ a e
A 1 1 0 0 1
B 0 1 0 1 0

Un coeficiente de similaridad seria:

Siendo 2 el niimero de variables que son comunes a los dos individuos (concordancia)
y M el nGimero total de variables. En el ejemplo el coeficiente C seria 2/5.
Otro posible coeficiente serfa: (Tanimoto)

Siendo 4, en este caso, el nimero de variables codificadas con un 1 para los dos indi-
viduos, y H el niimero de variables codificadas con un 1.

V=¥ Xl = Xp) = Xl — Xg) + Xafl — X)) + X (1 = Xp) +

1=4

+ X1 -X) + X, (1 —Xp)=1(1-0)+ 11 ~-—1) + 01 —0) +
01-1)+1(1—0) =2
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Llamemos a U:

U=R+S5S+T+V=1+1+14+2=5

Teniendo en cuenta esta nomenclatura veamos algunos indices de similaridad. To-
dos estos indices de similaridad varian de 0 a 1.

RUSEEL-RAD c,- R _1
U s
KENDALLC, -1 - /*+T_,_2+1_, 3 _5_3_2
U 5 5 5 5 5
JOCCARD C, - R - 1 _ 1

R+T+V - 1+1+2 4

ROGER y TANIMOTO G, = 2 - T+ V) _ 5-0+2) 2 1
U+(T+ V) 5+ (1+2) 8 4
YULE c, - RB-T _11-12 1
RS + TV 1.1 + 1.2 3
OCHIAI  C, = R - 1 _ 1
R+ TR+ V) 1+1)+(1+2 6
BRAVAIS-
PEARSON C, = RS - 0TV 11— 1.2 1

R+DR+VS+DS+V) (1+1)1+21+1)1+2) 18

SOKALy SNEATH C, = R - 1 -1
R+ 2T+ V) 1+21+2) 7

KULCZINSKY (1) C = X - _1 =%

T+ V 1 +2

Otros coeficientes de asociacién para tablas 0, 1 6 matrices l6gicas pueden consul-
tarse en los libros y articulos de R. P. Sokal y P. H. A. Sneath (1963, 1973), o en el
libro de J. P. Benzecri (1976). Recogemos a continuacién algunos de estos coeficientes
del dGltimo autor citado, para lo cual habri que definir la siguiente nomenclatura.
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Sobre el ejemplo anterior:

Variables
Individuos a b c d e
A 1 1 0 0 1
B 0 1 0 1 0

Llamando a R, §, Ty V,

R = é XA/XB/ = XpXps + Xy Xpy + Xy Xp + XpiXps +

J=a

+ Xy X5, =10 + 1.1 + 0.0 +01+10=1

S= TA-XX1=- X)) = (1= X, X1 = Xp) + (1 — XXl — Xp,) +
F DX = X) 4 (1= X)L = Xp) + (1= X1 = X,) =
=(1—-11-0)+(1—1)1=1)+ (1 —0)1—10)+(1—0) +
Q-1+ @Q—-11-0)=1

T= ¥ (1 -X)X5 = (1 - Xo)Xa, + (1— Xp) Xps + (1= Xp) Xp. +

+ (1= X)X+ (1 = X)X, = (1= 1)0 + (1 = 1)1 + (1 —0)0 +
1=-0)1 +(1—1)0=1

R 1 1 1 1
Y 2 = — = —
KULCZINSKY () Cu 2R+T+R+V 2 1+1
1 11 1 5
+ SE—_— — e — = —
1 +2 2 2 3 12
2R 2.1 2
DICE/SORENSEN C, = = = £
¢ BT 2R+ T+ V 21+ 1 + 2 5

De todos estos coeficientes, de acuerdo con Everitt (1974) quizi los mis
utilizados sean el C; y el C,;.

7.2.7. Coeficiente de asociacion para variables binarias, cualitativas y cuantitativas

Gower (1971) define un coeficiente que se puede utilizar con cualquier tipo de
datos.

yk

St/ = ﬁ‘ S,/‘/ ﬁ W,
A=1
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El peso W es igual a 1 0 a 0 dependiendo de que la comparacién considerada sea
vilida para la variable £, y, excepto en el caso de variables dicotdmicas, este peso sdlo
puede ser cero cuando se desconozca el valor de la variable £ para uno o ambos de los
individuos. En el caso de variables dicotdmicas W es igual a cero cuando la variable
£ esté «ausente» en ambos individuos.

~ Los valores de S se calculan de la siguiente manera:

¢ Datos binarios: en este caso el coeficiente de Gowert es igual al coeficiente de
Joccard (C; en el apartado anterior).

* Datos nominales: en este caso S, es igual a 1 si los dos individuos son iguales en
la variable £, y S, = 0 cuando difieren.

* Datos intervales: en este caso S, = 1 — | X, — X,| /R,, donde X es el valor
del individuo 7 en la variable K, y R, es el recorrido de la variable.

Tomando el ejemplo de Everitt (1974: 55 y 56) vamos a mostrar el cilculo del co-
eficiente de Gover.

Altura Peso Color Color Fuma/
(pulgadas) (libras) de ojos de pelo no fuma
Individuo 1 66 120 Azul Rubio Fuma
Individuo 2 72 130 Verde Negro Fuma
Individuo 3 70 150 Azul Rubio No fuma

Veamos el coeficiente de similaridad para los individuos 1 y 2.

(1 - 166 —72|/6) + (1 — |120 — 130|/30) + 0 + 0 + 1

S12 = 5

= 0.334

De igual forma calculariamos §,; = .446y §,, = .220.

7.2.8. Transformacion de distancias a similaridades:
" coeficiente de similaridad de Cattell

Digamos que la diferencia mis aparente entre las distancias y las similaridades es
que mientras que las primeras pueden tomar cualquier valor positivo, las segundas s6-
lo aceptan valores entre 0 y 1. Sin embargo, es posible transformar cualquier distancia
en upna similaridad, por ejemplo mediante una transformacién como la de Cattell.

El coeficiente de Cattell es una transformacién monétona de la distancia euclide-
ana, cuando las variables estin normalizadas y tienen varianza la unidad.

Toma la siguiente expresién:

”
Ei‘E‘&
=1
¢ =
”
E + E“ﬁ

-
[ ]
-
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En la que 7 es el niimero de dimensiones o variables; 7 es el niimero de pares; &%
es la distancia euclideana al cuadrado con variables normalizadas entre los individuos
7Y #; E; es dos veces el valor x? para 7 grados de libertad. Este coeficiente varia de + 1
a —1.

7.3. Algoritmos de clasificacion

De acuerdo con los criterios de similaridad y distancia dados en las paginas ante-
riores, ya tenemos formada una matriz de similaridad entre los sujetos. Ahora debe-
mos estudiar la manera c6mo se pueden formar los grupos de individuos. En cada ca-
silla de la matriz de similaridad o de distancia tenemos un nimero que es reflejo de
la medida de similaridad entre cada par de sujetos. Esta matriz, por ser simétrica, sdlo
utiliza la mitad de las posiciones y, ademis, la diagonal no tiene sentido ya que nos
daria la similaridad de cada sujeto consigo mismo.

Individuos
1, 2,3, ceennnnns N
1
2
3
Individuos .
N

Para la constitucion de los conglomerados o clusters caben diferentes procedimien-
tos. En este apartado vamos a hacer mencién a técnicas jerirquicas, técnicas basadas
en la particién y a otras técnicas no clasificables en los grupos precedentes, como el
anilisis factorial de tipo Q. Dentro de las técnicas jerirquicas, las mis simples y comu-
nes, cabe distinguir entre métodos aglomerativos o ascendentes y métodos disociativos
o descendentes. En los primeros, mediante la utilizacién de algiin criterio se van agru-
pando los individuos en cada paso hasta llegar a un conglomerado que engloba a la
totalidad. En los segundos, partiendo del conjunto de los individuos como un conglo-
merado y siguiendo también algin criterio, se procede dividiéndolos en grupos mis
pequefios y homogéneos hasta llegar en Gltima instancia a cada uno de los sujetos co-
mo conglomerado mis simple y de mixima homogeneidad. Entte los métodos aglo-
merativos o0 ascendentes incluimos en este trabajo el método de las distancias
minimas, el método de las distancias miximas, el método de las distancias entre
centroides y el de las distancias ponderadas. Respecto de los métodos divisivos o des-
cendentes incluimos el de William y Lambert.

Las técnicas de particién difieren de las técnicas jerirquicas en el hecho de que ad-
miten reasignacién de los individuos (objetos) con el fin de corregir en una etapa pos-
terior una mala particién inicial. La mayoria de estas técnicas se pueden describir co-
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mo intentos de asignar los individuos a conglomerados tratando de optimizar algiin
criterio predefinido. Como ilustracién de esta técnica incluimos el método K-means
(MacQueen, 1966), que sera el que se utilice en el ejemplo que utilizamos en este tra-
bajo.

El dltimo de los métodos que vamos a explicar es la técnica Q del anilisis facto-
rial, que consiste en agrupar los individuos en lugar de las variables.

71.3.1. Método de las distancias minimas

En inglés llamado Single Linkage o Nearest Neighbour. El proceso comienza con
todos los individuos, considerados cada uno como un cluster separado. En primer lu-
gar se calcula la distancia entre cada par de individuos. El proceso continiia uniendo
un individuo a un cluster o un cluster a un cluster, de acuerdo al criterio de la
minima distancia entre los dos individuos mis préximos, perteneciendo cada uno a
cluster separados. En cada etapa del proceso el nimero de cluster formados disminu-
ye.
~ Veamos un ejemplo.

Vamos a suponer que tenemos 6 individuos y que las distancias entre ellos vienen
representadas en esta matriz.

1 2 3 4 5 6
1 — 9 9 8 2 9
2 — 4 1 6 4
3 — 7 6 8
4 — 5 5
5 — 3
6 —

Vemos que los dos individuos mis préximos son el 2 y el 4, que quedan agrupados.
Para calcular la distancia entre el cluster formado por el individuo 2 y 4 y el resto de
los individuos se emplea, como hemos dicho antes, el criterio de «distancia minimas.
Asi la distancia entre el cluster (2,4) y el individuo 1 es 8, porque 8 es la minima dis-
tancia entre el cluster y el individuo 1; en concreto entre el individuo 4 (que forma
parte del cluster) y el 1 —del individuo 2 al 1 la distancia seria 9—. Las distancias
entre el cluster (2,4) y los individuos 3, 5 y 6 setian 4, 5 y 4, respectivamente:

‘1(24)3 = min{dza’ d43’ = dza =4
‘424); = min{d, d;} = dis = 5
dm)s = min{dy, dy) = &y = 4
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Entonces se vuelve a elaborar la matriz, pero ahora habiendo unido los individuos 2 y

1 (24) 3 5 6
1 — 8 9 2 9
(2,4) - 4 5 4
3 — 6 8
5 — 5
6 —

Los dos mis préximos, ahora, son el 1 y el 5. Volvemos a calcular las distancias (mi-
nimas) entre el nuevo cluster (1,5) y todos los demis, sean clusters o individuos. Por
ejemplo, la distancia entre el cluster (1,5) y el cluster (2,4) es 5, la mis proxima entre
ambas (entre el individuo 5 y el 4):

‘1(15)(24) = minl{d,,, 4,,, dsz' dy) = ds«t =5

Y volvemos a elaborar la matriz, después de calcular el resto de las distancias.

(Ls) (24 3 6

Ls) — 5 6 5
(2,4) — 4 4
3 — 8
6 —_—

Ahora la menor distancia es la que hay entre el grupo (2,4) y el individuo 3. Por lo
tanto 2,4 y 3 forman un nuevo conglomerado y procedemos a calcular sus distancias
respectivas a los otros grupos o individuos.

d(243X15) = min{d,,, &, &y, &5, @y, dy) = &, = 5

d(us)s = min[dw @y dss] = dzs =4

Con estos datos volvemos a elaborar la matriz

(1,5) (2.4.3) 6

(1,5) - 5 5
(2.4,3) — 4
6 —

Los dos mis proximos son el grupo (2,4,3) y el individuo 6. Por lo tanto unimos am-
bos clusters. Finalmente se unen los dos grupos (2,4,3,6) y (1,5) para formar un solo

grupo.
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1 5 2 4 3 6

En los métodos jerirquicos no hay una respuesta ficil a la hora de deciditr con
cuintos grupos quedarnos tras el anilisis. La solucién va desde confiar la decisién al
conocimiento sustantivo que tenga el investigador del objeto de estudio hasta observar
el dendograma y quedarse con el nimero de grupos que queda tras grandes cambios
en las fusiones de los grupos. Sin embargo, en muchos casos no seri necesario decidir
el nimero de grupos subyacentes a los datos en la medida en que sdlo se busque la
estructura jerirquica de clasificacion de los objetos. En nuestro ejemplo lo mismo
podria hablarse de dos conglomerados, el (1,5) y el (2,4,3,6), que de tres, el (1,5), el
(2,4) y el (3,6).

7.3.2. Método de las distancias miximas

Se diferencia del anterior en que recoge la distancia mixima entre grupos. Ve-
amos el arranque del método sobre la misma matriz de datos del ejemplo anterior.

Como en el caso anteriot, los dos individuos mis préximos son el 2 y el 4. Calcu-
lemos las distancias del grupo 2,4 con las demis:

2,4 con 1 2conl =9 L. _
4dconl =8 } maxma = 9

2,4 con 3: mixima = 7

2,4 con 5: mixima = 6

2,4\con 6: mixima = 5
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La nueva matriz sera:

1 2,4 3 5 6
1 — 9 9 2 9
24— = 7 6 5
3 — — — 6 8
5 — — — — 3

Los mis proximos ahora son el 5 y el 6, luego, hallamos el cilculo de las distancias
entre el 5 y 6 y los restantes clusters o individuos; y asi sucesivamente.

7.3.3. Método de las distancias entre centroides

También llamado en inglés Average Linkage. En este método la distancia que se
computa es la que existe entre los centroides de los grupos. Y se unirin aquellos gru-
pos que tengan sus centroides mis proximos.

En el método del centroide utilizamos las siguentes formulas para calcular la dis-
tancia.

ﬂ,db- + ﬂ/dg - Lﬂé—

n +n

D’+/’,‘ =

2

que representa la distancia entre el grupo formado por los individuos o grupos ¢ + 4,
y el individuo o grupo 4, siendo #, el ndmero de individuos del grupo 7 y &, la simi-
laridad entre £ ¢ 4.

O también:

Dl+ lem — ”’”ldi{ * ”/"dll + ”i”mdim - n #’I —_ nn ﬂd/m
7 (n; + n/)(ﬂ, + n,) (n, + ,,/_)2 (n, + m)

En el ejemplo anterior serfa:

Individuos
1 2 3 4 b) 6
1 — 9 9 8 2 9
2 — — 4 1 6 4
3 — —_ — 8
Individuos 4 - — - 7— 2 5
S —_ — — — — 3
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Como siempre, elegimos el par mis similar, el 2 y el 4, y se calculan las distancias
entre este par y el resto.

1 2+4 3 5 6
1 - 8,75 9 2 9
2 +4 — — 5,75 5,75 475
3 — — — 6 8
> - — — — 3
1x9+1x8-— M
2 _9 .8 1 _
D(zu).x = 2 =7 + 5 vile
18 + 16 + 1 35
= = 8,75
4 4
1x4+1x7— li%JLl . w1
Dy.g5 = 5 = T + T - T = 5,75
1x6+1x5-— IX—;XI i o 1
D(:d).x = 2 = 7 + 7 - vy = 5,75
1x4+1x5-— l_x__;x_l g 0 .
D N = =2 . 2 _ 2 2 4’75
(2+4).6 2 4 4 4

Ahora los mis proximos son el 1 y el 5, que pasan a formar un grupo indepen-
diente. Asi pues, tenemos que calcular ahora las distancias entre:

1,5y 2.4
15y3
14y6
Aplicando la férmula,
Dyooene = 1 x1xdy, +1x1xd,+1x1xd, 1x1xd;
(1 + 1)1 + 1) (1 + 1)
Ix1xdy _ 1x1x9+1x1x6+1x1x8
(1 + 1y 4
_1x1x2 1x1x1 = 23-2-1 5
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1 x1x d

1 xd,+1xd;—
1 +1
Dl+5.3= 1+ 1 =
1x9+1x6— lx;x2
= =7
2
lxd]6+lxdi6_w
1+1
D1+s.6= 1+ 1 =
1x9+1x3-¥
= =55
2

Asi que la nueva matriz serfa:

2+4 14+5 3
— 5 5,75 4,75

- N
(VN

o+ 4+
|
-2}

Los grupos mis proximos ahora son el 2 + 4 y el 6. Luego tenemos que calcular la
distancia del nuevo grupo, 2 + 4 + 6, con todos los demis

2+4+6conl +5
2+4 4+ 6con3

2 x 1 x dy, 46

2 x dyanesy + 1 % dy g6 —
b ) 2 +1 -
@rds6)0135) 2 +1
2x5+1x55— 2x1x475
i 3 =30+16,5—9.5=41
3 ? ’
2y, + 1dy, — 2X 1% due
D _ 2 +1 _
@s4-0( 2 + 1
2x5,75+lx8—i>(1;¢ 4 24
- 3'5"9 =3 _ 54

) 3
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La nueva matriz seria:

2+4+6 1+5 3
2+4+6 — 41 5,4
1 +5 — — 7

Los grupos mis proximos ahora son el 1,5 con el 2,4,6; luego debemos calcular la
distancia entte el grupo 2 + 4 + 6 + 1 + Syel 3

3 x 2 x d2+4¢6ll+5

3 X d_’o/2+4¢6 +2x d_’l/lfs -

3+ 2
D = =
2+§+6+l;5/2 3 + 2
3x5,4+2x7_L’(4’1 o1 o 246
_ 5 - + 70 — 24, = 5.056
5 25

Podemos crear una estructura arborescente, mostrando ¢c6mo en cada paso se van
uniendo los individuos.

Distancia

10

-]

N W e N

—

1 4 6 3
7.3.4. Método de las distancias ponderadas (Weighted Pairgroup)
Se parte de la matriz de coeficiente de similaridad, ya configurada, y se establece
¢l par, de todos los posibles, que tiene la mis alta similaridad (coeficiente de correla-

cién producto momento).
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A partir de este par, ya establecido, se van agrupando el resto de individuos a
dicho par de acuerdo a unas condiciones de aglomeracién.

Se establece una nueva matriz de similaridad formada por los mismos elementos
de la anterior y sustituyendo las columnas y las filas de los dos individuos agrupados
pot una sola columna y fila.

El resto de individuos de la matriz puede agruparse con este primer niicleo, para
lo cual se observa, en primer lugar, los individuos que tienen una mis alta correlacion
media con los miembros del grupo.

El limite de la formacién del grupo se da cuando decrece el nivel de la correlacion
media de los miembros del grupo hasta un nivel dado.

Veamos un ejemplo:

Supongamos que tenemos la matriz de similaridad siguiente (los datos de similari-
dad son coeficiente de correlacion):

1 2 3 4 5 6

1 0,54 0,81 0,90 0,65 0.45
2 — — 0,76 0,90 0,96 0,67
3 — — — 0,88 0,43 0,35
4 — — - — 0,95 0,43
5 — — — — — 0,63
6

Elegimos el coeficiente mis alto, que cotresponde al par de individuos mis simi-
lat, en nuestro caso, el par (2,5). Con un coeficiente de 0,96. Asi pues, este es el
niicleo de partida. Veamos la nueva correlacion de todos los individuos con el par ele-
gido.

Caso de 1 con el par (2,5)

1 con 2 tiene 0,54
1 con 5 tiene 0,65

1,19

Correlacion media entre 1 y el par (2,5) es igual a = 0,59

1-19
2

Caso de 3 con el par (2,5)

3 con 2 tiene 0,76
3 con 5 tiene 0,43

1,19
Correlaciéon media = 0,59
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Caso de 4 con el par (2,5)

4 con 2 tiene 0,90
4 con 5 tiene 0,95

1,85
Correlacion media = 0,92

Caso de 6 con el par (2,5)

6 con 2 tiene 0,67
6 con 5 tiene 0,63
1,30
Correlaciéon media = 0,65

Asi pues, ahora podemos formar la nueva matriz, uniendo en una sola columna y
una sola fila los 2 individuos mis similares:

1 2.5) 3 4 6
1 — 0,59 081 0,9 045

(2,5) — — 0,59 092 0,65
3 — — — 0,88 0,35
4 — — — — 0,43

6 — — — — —

El individuo que tiene una correlacion media mis alta con el nicleo formado es el
4. ¢Se incorpora el individuo 4 al grupo (2,5)? Si, siempre que no baje la correlacién
media del grupo por debajo de un valor dado que es elegido por el investigador, en
nuestro caso puede ser el 0,03; veamos la correlacién media del grupo creado.

Corr.
2cond 0,96
2 con 4 0,90
4 con 5 0,95
2,81

Correlacion media del grupo = 0,933

Si la correlacién del grupo (2,5) es de 0,96 y ahora es de 0,933, ha bajado un
0,027 que es menor que el 0,030 permitido, luego el individuo 4 queda integrado al

grupo.
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Se calculan las distancias.

1 con (2,5,4)

2 - 0,54

1 5 - 0,65
4 - 09

2,09

Distancia media = 0,696 =

3 con (2,5,4)
2 - 0,76
3 5 - 043
4 - 0,88

2,07
2,07

Distancia media = T = 0,696

6 con (2,5,4)

Distancia media =

Volvemos a formar la nueva matriz:

1 (2,5.4) 3 6
1 — 0,696 0,81 0.45
(2,5.4) — — 0,696 0,58
3 — — — 0,35

El coeficiente de correlacién mis alto ahora es el 1 con el 3 (0,81). Calculamos los

nuevos indices de similaridad de la pareja (1,3) con 6 y con (2,5,4).

(1,3) con 6

- 0,45
0,35

0,80

(S I
»

Distancia media = 0,40
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Calculamos ahora:

(2,5,4) con (1,3)

2 - 0,54

1 5 - 0,65 Suma: 2,09;
4 - 0,90
2 - 0,76

3 5 - 0,43 Suma: 2,07
4 - 0,88 4,16

Distancia media: 4,16 = 0,69
6
Luego:

(2,5.4) (1,3) 6

2,54) — 0,69 0,58

(1,3) — — 0,40

6 —_ —_ -

Elijo 0,69, luego, uno (2,5,4) con (1,3).
Ahora tenemos que calcular la relacién de (1,2,3,4,5,) con 6

1 - 0,45
2 - 0,67 Suma:2,53
G 3 - 0,3 . . 2,53 _
4 - 043 distancia media: 5 0,506
5 - 0,63
(1,2,3,4,5,) 6
(1,2,3.4,5) — 0,506
6 — —

Ahora podemos establecer una estructura arborescente que nos indique las
uniones sucesivas, siendo el coeficiente de correlacién los valores en ordenadas. Un va-
lor en abscisas no significa nada.

1 3 2 5 4 6
l_ _I 0,96
0,92
0,81
0,69
0,50
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7.3.5. Método de William y Lambert

Este método divide a la poblacién en grupos, en lugar de lo que hacen otros que
forman los grupos mediante agrupamiento de individuos. El articulo original donde
se explica el método trata de una division de cuadrantes de tetreno segiin tengan o no
cinco especies distintas de plantas (A. C. 1975).

Los datos de entrada son, pues, la presencia o ausencia de las especies en los
cuadrantes, que toman valores (1,0) respectivamente. A nuestros efectos podriamos
hablar de individuos y de caracteristicas, siendo de interés dividir los individuos.

Se establece una primera matriz que correlaciona las variables dos a dos, todas con
todas.

La correlacién entre una variable y otra ser un indice de asociacién que definimos
como el valor x* que se obtiene de una tabla de contingencia 2 x 2. Por ejemplo:

Variable A Variable B
N.° de individuos que tienen la caracteristica SI SI
N.° de individuos que no tienen la caracteristica NO NO

Total de individuos

A partir de una tabla de este tipo para todas las combinaciones posibles de va-
riables dos a dos podemos obtener el valor de x2 que es el que hemos llamado indice
de asociacién.

Asi, podemos construir la matriz de asociaciones de todas las variables consigo
mismas.

variables

el valor de las casillas de esta matriz
variables es el va!or de x2 obtcmc_lo mcqiantc
la anterior tabla de equivalencia.

x?

Esta matriz es simétrica, y ademis no existen valores en la diagonal que nos
indicarfan las asociaciones de las variables consigo mismas. Los valores no significativos
al computar la x? son tratados como ceros en la matriz.

Obtenemos la suma de los x? en todas las columnas y establecemos que la primera
segmentacién se efectuari por aquella variable cuya x? sea mis alta.

Para efectuar la segunda segmentacidn se establece la siguiente segunda matriz,
donde aparecen las variables asociadas dos a dos.
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Poblacién segan (Distintos universos) Asociaciones binarias
tenga o no cada Nimero de
caracteristica individuos AB AC AD AE BC BD BE CD CE DE

Tiene A
No tiene

Tiene B
No tiene

Tiene C
No tiene

Tiene D
No tiene

.Tiene E
No tiene

AB AC AD AB AC

AB N.° de individuos que tienen
AC

AD N.° de individuos que no tienen

nos indican el valor de x2

En cada subpoblacién se calculan los valores de x? para la asociacién de variables
que indican las columnas.

Légicamente no se calcularin estos valores de x* en las poblaciones donde estén
presentes algunas de las variables; los valores de x? no significativos son tomados como
0.

Habiamos dicho que la primera divisidén se efectuaba por la x2 mis alta en la pri-
mera matriz, que, por ejemplo, puede corresponder a la variable B.

Pues bien, observamos los valores de las asociaciones entre variables en esta fila
donde puede dividirse la poblacién segiin tenga o no la variable B y observamos el va-
lor de x? mis alto en la fila que, por ejemplo, es la asociacién AC. ¢Por cuil de los
dos segmentamos a la poblacién? Por aquel que en la primera matriz tenga un valor

x* mis alto que, por ejemplo, en nuestro caso es la C.
Asi:

B/N\

/ N\ "

BC Bc
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Bc sera el nimero de individuos entre los que tienen B que ademis tengan C.
Ejemplo de aplicacién del método de Willian y Lambert, tomado de su ar-

ticulo.

moOOw>

Variables
A B C D E
— 51,31 45,66 X X
51,31 — 93,76 (23,63) (68,64)
45,66 93,76 — (4,84) (14,08)
X (12,62) (4,84) — 6,92
X (68,64) (14,08) 6,92 —
96,97 226,33 158,34 24,38 89,64

x - significa que los valores de x? no son significativos y serin tratados como 0.
0 significa que la asociacién es indeterminada en esa poblacién.
() significa que el tipo de asociacién es negativo.
— significa que la asociacién es necesatiamente indeterminada en funcién de las

caracteristicas.

La primera segmentacién se efectuari por B (Ex? mis alto).

Hay 615 individuos.

Se establecen los valores de x2 en los grupos de individuos que seiiala el cuadro si-
guiente, sin calcular las variables en las que se han dividido los individuos.

COMBINACIONES DE DOS EN DOS

N.° de

Individuos casos AB AC AD AE BC BD BE CcD CE DE
Con variable A 556 — — — — 73,29 (19,34) (65.41) (7,18) (12,50) 9,25
Sin variable A 59  — — — — 0 0 x 0 0 0
Con variable B 474 — 248 x 0 — — — x 0 0
Sin variable B 141 — x 4,34 x — — — x X
Con variable C 259 0 — 0 0 — x 0 — — 0
Sin variable C 356 16,16 — x x —  (25,63) (35,06) — — 3.85
Con variable D 29 0 0 — 0 5,63 — x — x —
Sin variable D 586 58,12 4791 — (5,20) 83,08 —  (59,22) — (11,55) —
Con variable E 21 0 0 — — 0 0 — 0 — —
Sin variable E 594 48,50 43,99 «x — 77,88 (7.69) — x — —

La primera segmentacion es en B, luego observamos la fila B. El valor mis alto de
x? en la fila B es AC. ¢Por cuil segmentamos, por A o por C. Vamos a la primera
matriz y vemos que C tiene un x2'mis alto, luego seleccionamos C.
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En la fila b (sin variable B) observamos que AD tiene el valor mis alto. A tiene un
x? mis alto que D, luego segmentamos por A.

/N\

B(474) b(141)

SN N

(250) (224) (105) (36)

7.3.6. El método K-means (Dixon, 1981)

Este método arranca ya de una configuracién de los grupos y no como en los mé-
todos anteriores que atrancaba de cada uno de los individuos como clusters separados.
Esta primera configuracion de grupos puede ser al azar, ya que el objetivo del método
es ir mejorindola paso a paso. En cada paso se crea una nueva configuracion o distri-
bucién de casos con el mismo nimero de grupos, de manera que se va reduciendo la
distancia media al cuadrado desde todos los componentes de cada grupo a su
centroide. Si en un paso esta distancia media disminuye, el método continta; y si
aumenta se para el proceso.

En este método es necesario elegir previamente el niimero de clusters que quere-
mos conseguir. Sobre ese niimero, sin modificarlo, se optimiza la distribucién de ca-
sos. Para solucionar este inconveniente seri posible realizar varios procesos con distinto
niimero de clusters de partida.

Es posible utilizar también cualquier otro método de agrupamiento de los expues-
tos en estos papeles, y cuando los clusters estin ya definidos, reordenar los casos de
cada cluster segiin este método.

Esta t€cnica es Gtil cuando en vez de estar interesados por la estructura jerirquica
de la clasificacién de los individuos (objetos) tan solo tenemos interés en conocer el
namero de grupos constituidos y sus caracteristicas.

7.3.7. Q-technique

En el articulo «A Statistical Method for Evaluating Systematic Relationshipss de
Robert R. Sokal y Charles D. Michener (1958), se expone el método Q-technique. Es-
te método consiste en establecer correlaciones entre individuos basadas sobre medidas
de las caracteristicas que tienen en comin. Por ejemplo, en psicologia puede aplicarse
en la interpretacién de tests realizados a varios sujetos. En el fondo la Q-technique es
un método para determinar dimensiones, y puede decitse que es un anilisis factorial.
El objetivo de este método es conseguir tipos puros, aquellos marcados por las dimen-
siones que haya producido el anilisis. Esta técnica ha sido criticada, porque el anilisis
factorial no estd especialmente disefiado para clasificar, sino para buscar las dimen-

190



ASPECTOS TEORICOS DEL ANALISIS DE CLUSTER Y APLICACION A LA CARACTERIZACION DEL ELECTORADO

siones subyacentes de un fenémeno. Segiin la Q-technique los individuos se clasifican
en funcién de variables ortogonales que son las que proporcionan el marco de referen-
cia del espacio, de ahi la calificacién de putos a los individuos que quedan clasificados
en los distintos grupos pot dichas dimensiones. Este método ha sido criticado por Cat-
tell (1978). La primera objecién es que en dicha técnica no se tiene en cuenta la im-
portancia de cada factor, sustituyéndose por un factor comiin a todos los individuos
que van a set clasificados. La segunda objecion es que no es razonable hablar de la
estructura simple en la factorizacién que se hace en esta técnica. La tercera objecion es
que la factorizacién se hace sobre unos pocos sujetos, generalizindose después al res-
to. La siguiente objecion es que si bien los tests en psicologia son relativamente per-
manentes, no ocurre lo mismo con las personas.

7.4. El dendograma

Por cualquiera de los procedimientos explicados anteriormente (a excepcion del K-
means), conseguimos formar un arbol en el que podemos ver con toda claridad c6mo
se van agrupando los sujetos.

Este irbol se llama en la terminologfa inglesa dendograma.

En el dendograma la abcisa no tiene realmente significado; la ordenada representa
el nivel o los distintos niveles de similaridad donde se han ido agrupando los sujetos,
de acuerdo a la medida que hayamos elegido.

De Sneath y Sokal tomamos la idea de Phenon, que no es otra cosa que un indica-
dor de posicion de cada unién en el dendograma. El indicador Phenon es interesante
desde dos puntos de vista:

1. Con él es posible comparar dendogramas, de forma que podemos establecer la
agrupacién utilizando diversos métodos y posteriormente podemos comparar y medir
estos resultados.

2. Sirve para establecer una medida de ajuste entre los datos de partida y la
estructura del dendograma.

Para calcular el coeficiente phenon se dividen los rasgos de similaridad en interva-
los iguales, tantos como sean necesarios, procurando que no se agrupen muchas
uniones en cada intervalo y estableciendo los mismos intervalos en los distintos den-
dogramas que queramos comparar. Cada intervalo es codificado con un niimero sobre
una escala que va de 1 en adelante, siendo el valor 1 el intervalo que recoge la Gltima
agrupacion, es decir, aquella pareja que se forma en Gltimo lugar.

El valor «cophenético» de una agrupacién puede, pues, medirse en el cédigo don-
de se encuentran.

Si, por ejemplo, el individuo 3 y el 5 se agrupan en el phernon 5, su «valor cophe-
nético» es 5.

Posteriormente, se llevan estos valores a una matriz, en la que tanto en filas como
en columnas estdn los sujetos que se han agrupado y en los puntos de interseccién po-
nemos el «valor cophenético» correspondiente. De esta manera, si tenemos dos den-
dogramas y por lo tanto dos matrices de valores cophenéticos es posible establecer
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entre ellas un coeficiente que nos indique la correlacion que exista. Este coeficiente se
llama el «coeficiente de correlacién cophenéticos.

Veamos un ejemplo. Para ello expongamos a escala, y con los valotes cophenéticos
correspondientes, dos dendogramas.

Valor cophe-
nético
(0)) &) ) @) (3) 6)
Codigo

100
T 8

95
% 7
I 6

85
5

80
4

75
3

70
2

65
60 1

Valor cophe-
nético
) ) @ 6 (1) 3)
Codigo

100
95 8
7

90
85 6
5

80
75 4
3

70
65 2
60 !
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Del primer dendograma obtenemos la siguiente matriz:

N B W N

2 3 4 5 6
7 6 7 7 2
6 8 8 2
6 6 2
8 2
2

Del segundo dendograma obtenemos la siguiente matriz:
2 3 4 5 6
1 5 1 1 1
1 7 8 6
1 1 1
7 6
6

AR N e

Valor

cophenético

En el primer

dendograma hay

En el segundo

dendograma hay

- N W WO\

3 asociaciones
3 asociaciones
4 asociaciones
0 asociaciones
0 asociaciones
0 asociaciones
5 asociaciones
0 asociaciones

15

1 asociacién
2 asociaciones
3 asociaciones

1 asociacién
0 asociaciones
0 asociaciones
0 asociaciones
8 asociaciones

15

Establecemos ahora la matriz que tenga como filas y columnas los valores cophené-

ticos del primer y segundo dendogramas.
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Primer
1 2 3 4 5 6 7 8 | dendograma

8 2 1 3

7 3 3

6 3 1 4

5 0

4 0

3 0

2 2 5

1 0
Segundo
dendograma 8§ 0 0 o0 1 3 2 1

Entre estas dos distribuciones puede establecerse por ejemplo el coeficiente de
correlacion de Pearson.

7.5. Aplicacién del analisis de cluster a una encuesta
de actitudes politicas

Veamos una aplicacién del anilisis de cluster. Este anilisis es muy itil para resol-
ver muchas situaciones o investigaciones de la sociologia y el marketing. Hemos elegi-
do una que nos parece muy adecuada.

Se trata de conocer la composicion interna del electorado de un partido politico.
No ya las variables sociodemogrificas o psicogrificas que caracterizan a sus electores
potenciales, sino el peso de las tendencias politicas dentro del partido. Algunos parti-
dos politicos son votados por una gran masa de individuos, heterogénea en cuanto a
sus ideas y creencias politicas. Se trata entonces de conocer el peso y la importancia de
esas distintas tendencias para actuar en consecuencia. De gran interés para el partido
politico setd observar y medir la evolucion de esas tendencias a lo largo del tiempo.
Suponiendo que estamos ante el electorado potencial de un gran partido de la de-
recha, se trataria de conocer qué importancia tiene la tendencia politica de centro. la
derecha tradicional y catdlica, el componente liberal..., etc.

Para lo cual se ha realizado una encuesta sobre actitudes politicas. No se incluyen
las preguntas en este articulo debido a la confidencialidad del tema. En cualquier caso
las preguntas deberin ser suficientes y relativas a todos aquellos items que pueden
constituir una actitud politica. Cuanto mayor sea el niimero de variables, mejor serd
para definir los clusters. En nuestro caso se han introducido 40 variables.

El programa utilizado ha sido el K-means del paquete BMDP, que ha sido expli-
cado anteriormente.

Como hemos dicho al explicar este programa, hay que definir previamente un ni-
mero de grupos. El anilisis lo que hace es reordenar los individuos en funcién de las
variables seleccionadas, de manera que al final del proceso los individuos pertenecien-
tes a un grupo sean lo mis similares posible. Naturalmente, los grupos finales, com-
puestos cada uno de ellos por individuos extremadamente patecidos en cuanto a una
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setie de actitudes politicas, nos descubrirdn las distintas tendencias dentro del electo-
rado potencial del partido, su importancia, su fuerza y a través de un anilisis longitu-
dinal, su evolucién.

Para solucionar uno de los problemas de este programa en el que necesariamente
hay que definir a priori el niimero concreto de grupos que se desean formar, es reco-
mendable preparar el programa para que repita el proceso de reordenaciéon con distin-
to nimero de grupos.

En nuestro caso, como no sabemos con certeza cuintas tendencias diferenciadas
existen en el interior del electorado del partido, decimos al anilisis que procese los da-
tos con 6, 5 y 4 grupos de partida.

En primer lugar el programa procesa los datos con 6 clusters. Realiza 40 reordena-
ciones de sujetos entre los grupos. Como ya hemos dicho, la primera distribucién de
los individuos en grupos es al azar o, en otro caso, es el proceso final de un anilisis
cluster de sujetos al estilo tradicional.

Todos los individuos que han sido tratados por el anilisis, tienen intencién de vo-
tar a un partido concteto de la derecha.

Seria posible, aunque no lo hemos hecho en este caso, realizar previamente un
anilisis discriminante para aislar y s6lo trabajar con aquellos electores del partido es-
pecialmente puros, cercanos al centroide; de manera que los grupos constituidos al fi-
nal reflejen con mis claridad la realidad, excluyendo en definitiva aquellos electores
potenciales del partido no claros, ambiguos, con posibilidad de ser perdidos, muy
influenciables a campafias politicas o con fuerte tendencia a la indecisién o a la abs-
tencién. El ntmero de datos que ha tratado el anilisis es de 1.500 electores poten-
ciales de un determinado partido.

Este programa trabaja con la distancia euclideana. La primera matriz de datos se
configura con la distancia euclideana de cada individuo a todos los demis. Un indivi-
duo cualquiera pertenecerd al grupo o cluster cuya distancia a su centroide desde el
individuo sea mis pequefia. La K que incluye el nombre del programa se refiere al
niimero de grupos que se desee formar. En nuestro caso hemos realizado el anilisis
con distintos valores de £ = 6, 5 y 4.

Después de las 40 reordenaciones, el anilisis nos presenta los siguientes resultados
y nos proporciona la siguiente informacién para cada cluster logrado.

Por ejemplo, para el cluster n.° 1 nos da el niimero de casos que contiene, dato
éste que nos va a indicar la importancia de la tendencia que representa el cluster 1 en
el electorado potencial del partido.

En este sentido, el programa nos presenta dos grificos.

1. Muestra la distancia desde el centroide del cluster a cada uno de los individuos.

Sobre la linea de puntos es posible observar la distancia desde cualquier individuo
del cluster n.° 1 al centroide de dicho cluster. Naturalmente, cuanto mis cerca del
centroide estin los componentes del grupo, mis homogéneo seri éste; en definitiva,
mis precisa y nitida es la tendencia politica que en él se encierra.

Obsérvese en el grifico n.° 1, que el digito que aparece, el 1, nos indica precisa-
mente el grupo al que corresponde; cada digito es un individuo. En horizontal vemos
claramente las distancias desde cualquier individuo al centro del grupo. En vertical
podemos ver el niimero de individuos en cada intervalo de distancia. Como se ve se
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crea una distribucién de frecuencias en la que pocos individuos estin muy préximos al
centroide del grupo, y, también pocos individuos estin muy lejanos al centroide del
grupo; pero, en cualquier caso, por muy lejanos que estén, estin mis proximos al
centroide de este grupo que a otro cualquiera. La forma de esta distribucién de fre-
cuencias nos indica el grado de homogencidad de esta tendencia politica del electora-
do potencial del partido.

2. En segundo lugar, podemos analizar otro grifico que nos presenta, de la mis-
ma manera que el anterior, la distancia desde el centroide del cluster n.® 1 al resto de
los individuos de otros clusters. o

Naturalmente, no sélo es necesario que los individuos pertenecientes a un cluster
estén proximos a su centroide, sino que también serd necesario que el resto de indivi-
duos pertenecientes a otros clusters estén lo mis lejos posible de dicho centroide.
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FIGURA 2. Distancias de los individuos de los otros clusters al centroide del cluster 1.
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La visién conjunta de las dos distribuciones de frecuencias nos indicari la nitidez y
fuerza de la tendencia que se esconde detris del cluster n.° 1. Vemos que la mayor
parte de los componentes del grupo 1 se solapan con los componentes de otros gru-
pos. Este hecho disminuye la fuerza de la cotriente sociopolitica que esta detris del
cluster n.° 1, ya que vemos que hay individuos que estin mis proximos al centroide
del grupo n.° 1 que muchos de los componentes de este grupo, estando a la vez
mucho mis proximos, todavia, a los centroides de otros grupos; también podemos ver
graficamente qué grupo es el mis distante del n.° 1. En el ejemplo este grupo es el
n.° 3.

Mis tarde, el programa nos proporciona los mismos datos ya expuestos, pero para
cada individuo. En la tabla siguiente sélo expondremos los datos correspondientes a
algunos individuos, aunque la salida de datos del programa nos proporcionari los da-
tos de todos los individuos.

Case Weight Distance
0016 1,0000 2,7479
0017 1,0000 3,7311
0032 1,0000 2,9086
0037 1,0000 3,9930
0038 1,0000 2,8443
003 1,0000 2,8031
0100 1,0000 2,0911
0108 1,0000 3,9637
0132 1,0000 2,2599
0153 1,0000 2,0805
0154 1,0000 3,7910
0162 1,0000 4,5282
0168 1,0000 2,9001
0170 1,0000 2,7247
0172 1,0000 3,2667
0182 1,0000 2,6688
013 1,0000 3,2517
0235 1,0000 2,1285
0247 1,0000 2,6049
0260 1,0000 3,4942

TaBLA 1. Distancia de algunos de los individuos al centroide del cluster 1.

En la tabla 1 la primera columna nos indica el niimero correspondiente a cada in-
dividuo. La siguiente columna nos muestra el peso de dicho individuo. Es la misma
informacion del grifico de la figura n.° 1, pero con la distancia, en concreto, de cada
individuo a su centroide.

Otra informacién de gran importancia es el comportamiento de las variables intro-
ducidas en el grupo. Veamos el siguiente cuadro.
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Variable Minimum Center Maximum St. dev.

2P5 1,0000 2,5670 6,0000 0,7408
3 LIDER 1 1,0000 4,3655 5,0000 0,5912
4 LIDER 2 2,0000 4,1877 5,0000 0,5667
5 LIDER 3 1,0000 1,7445 5,0000 0,6952
6 LIDER 4 3,0000 4,6152 5,0000 0,5443
7 LIDER 5 3,0000 4,4054 5,0000 0,5617
8 UCD 2,0000 4,2269 5,0000 0,5923
9 PSOE 1,0000 1,7132 5,0000 0,6750
10 PCE 2,0000 4,2376 5,0000 0,5877
11 AP 3,0000 4,5423 5,0000 0,5327
12 CDS 2,0000 4,1403 5,0000 0,6342
13 ITEM 1 1,0000 1,2816 2,0000 0,4504
14 ITEM 2 1,0000 1,1709 2,0000 0,3769
15 ITEM 3 1,0000 1,0892 2,0000 0,2855
16 ITEM 4 1,0000 1,1429 2,0000 0,3504
17 ITEM 5 1,0000 1,0102 2,0000 0,1006
18 ITEM 6 1,0000 1,0615 2,0000 0,2406
19 ITEM 7 1,0000 1,0496 2,0000 0,2174
20 ITEM 8 1,0000 1,3377 2,0000 0,4735
21 ITEM9 1,0000 1,6140 2,0000 0,4875

TaBLA 2. Valores minimo y méximo y desviacidn tipica de algunas de las variables para el gru-
po 1. Media de esas variables en el cluster 1.

A través de esta informacion podemos descubrir la tendencia que se oculta en cada
uno de los cluster. Serd conveniente analizar, a la vez, el comportamiento de cada va-
riable, en cada uno de los grupos. Para descubrir la tendencia sociopolitica que se
oculta en el cluster serd necesario, en esta etapa, no sdlo la presencia de un analista si-
no también de un experto en sociologia politica. Ya hemos dicho que los grupos se
constituyen «naturalmentes, por si mismos, de manera que, si hemos introducido su-
ficiente informacién, el grupo constituido nos indica e«una agrupacién naturals que
existe en la realidad. Sélo la aportacién de un experto en investigaciones sociopoliticas
podri dar nombre a esa tendencia, o al conjunto homogéneo de actitudes politicas
que describe cada uno de los clusters.

La tabla 2 nos proporciona el valor de cada variable en el centroide del grupo 1, es
decir, la media; por otro lado nos da los valores miximo y minimo de la variable en el
grupo, ademis de su desviacién tipica. Naturalmente un grupo con alta desviacién
tipica y con mucha distancia entre los valores miaximo y minimo, no estaria suficiente-
mente cristalizado; no podriamos hablar, entonces, propiamente, de un grupo que
represente una tendencia politica nitida. Asi pues, nos interesaria encontrar en esta
tabla 2, un valor medio muy alto (lo que quiere decir que existe una variable que estd
dotando de significado al grupo) unos valores minimos y maximos muy préximos a la
media y una desviacién tipica muy pequeiia.

Por ejemplo la variable P.5, que se refiere a la importancia que un problema so-
cioecondmico tiene para la poblacidn, es poco representativa para significar al grupo,
ya que, ademis de tener una media baja, tiene un recorrido muy amplio (de 12 6) y
una desviacién tipica alta en comparacién con las demis. En cambio tanto las va-
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riables relativas a la cercania a los lideres como a partidos son las mis importantes pa-
ra dar sentido a este grupo.
Otra informacién de interés aparece en la siguiente matriz.

PAGE b4
DISTANCES BETWEEN CLUSTER CENTERS
1 2 3 4 ]
2 2.87514
3 2. 54388 3. 71284
4 2. 94460 3. 94996 3. 22731
S 3. 84182 4. 99938 2. 95049 2. 73653
& 3. 34423 2. 50565 2. 65542 3. 79370 3. 61105

TABLA 3. Matriz de distancias entre los centroides de los grupos.

Esta matriz nos indica la distancia que hay entre los centroides de los grupos. Si
estos estin demasiado proximos, si no hay una clara zona o linea de separacion,
dificilmente podriamos hablar de tendencias naturales dentro del electorado potencial
del partido. De ahi que sea recomendable, afin a costa de perder informacién, realizar
este anilisis con individuos proximos a los centroides respectivos de los grupos. Otros
anilisis realizados previamente podrin detectar estos individuos que hemos llamado
puros (por ejemplo, el anilisis discriminante).

Si proyectamos todos los individuos en las dimensiones representadas por los
centroides de los grupos obtenemos el grifico 3.

Este grifico nos muestra geométricamente (y pot lo tanto de una manera mis cla-
ra) la distancia o proximidad entre unos grupos y otros, e, incluso, entre los indivi-
duos de un mismo grupo.

En la tabla 4 el anilisis nos proporciona, una vez constituidos los grupos, la media
de cada variable en cada grupo, asi como la desviacién tipica. Aqui podemos ver el
valor de cada variable en cada grupo.

Junto a esta informacién disponemos de un anilisis de la varianza de la misma va-
riable en el conjunto de todos los grupos (Between/Within).

Cuanto mayor sea el valor del estadistico F para las variables, mis homogéneo serd
el grupo y mis se distinguird y diferenciard del resto de los grupos. En definitiva,
cuanto mayor sea el valor de F mis nitida serd la tendencia del electorado potencial
que representa cada grupo.

Una vez que ha acabado de dar toda la informacién correspondiente 2 K = 6, el
programa vuclve a arrancar con K = 5, y luego con K = 4, dindonos para estos ca-
sos la misma informacién que para el primero.

Un anilisis posterior nos indicard cuil de las tres agrupaciones es la que mejor
refleja las tendencias del electorado potencial del partido.

La conclusion de un estudio de este tipo es evidente. Podemos proporcionar a los
dirigentes del partido:
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1. El niimero de tendencias sociopoliticas que se ocultan detris de su electorado
potencial y, ademais, la importancia de cada una. Podriamos llegar a decir que este
partido que estamos analizando se compone de:

—un 15% de liberales conservadores

—un 20% de derecha civilizada

—un 20% de catblicos tradicionales

—un 15% de centro progresista

—un 10% de populistas tradicionales

—un 8% de nostilgicos del franquismo

—un 6% con netas tendencias ultras

—un 6% «captados» por la personalidad del lider del partido

2. Ademis de esta informacién, y después de haber estudiado la salida de datos,
podremos proporcionar a los dirigentes del partido la nitidez, fuerza y cohesién de ca-
da una de esas tendencias. En definitiva podremos decir «algo» sobre su permanencia
en un futuro préximo.

3. De la misma manera podemos dar informacién sobre el tipo de personas que
componen cada grupo. Asi, podriamos decir que el 15% de liberales conservadores
tienen entre 45 y 65 afios, con rentas por encima del millén de pesetas anuales, viven
en grandes ciudades..., etc.

4. Incluso podriamos decir, introduciendo la variable intencién de voto, en qué
grupo se encuentra la mayor probabilidad de ganar o perder votos en unas préximas
elecciones.

5. Naturalmente, si se mantiene esta estructuracién del electorado potencial, es
posible conocer en qué medida ha afectado a cada uno de ellos una concreta del parti-
do, una declaracién de un lider, una intervencién parlamentaria concreta o, en otro
sentido, lo que el electorado potencial (no en su conjunto sino segmentado en ten-
dencias) piensa acerca de un problema nacional como puede ser la permanencia en la
OTAN, la Ley de Educacién, etc...

Nota del Editor
Programas de Ordenador

El programa de ordenador utilizado en este ejemplo del anilisis estd incluido en el paquete
estadistico BMDP. La mayoria de los paquetes generales de anilisis de datos (BMDP, SAS, OSI-
RIS, etc.) incluyen programas de anilisis de conglomerados, con opciones para elegir entre dife-
rentes métodos (jerirquicos, de particién, etc.).

Existe un paquete especifico de anilisis de conglomerados, CLUSTAN, desarrollado por Da-
vid Wishart a finales de los 60 y principios de los 70. El paquete incluye diferentes medidas de
distancia y de similaridad y también un amplio nimero de algoritmos de clasificacién. Se puede
obtener informacién sobre el paquete en:
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The Clustan Project
Computer Centre
University College London
London WC1H OAH
Inglaterra

Los dos libros que ofrecemos a continuacién incluyen programas de anilisis de conglomera-
dos escritos en Fortran:

Anderberg, M. R., Cluster Analysis Aplications, Nueva York, Academic Press, 1973.
Hartigan, J. A., Clustering Algorithms, Nueva York, Wiley & Sons, 1975.
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8. Introduccion

Las técnicas que hemos explicado hasta este momento tienen como funcién la de
describir los fenémenos sociales, bien sea clasificando o reduciendo la informacién.
Como resultado de las técnicas clasificatorias llegaremos a conclusiones del tipo «<en el
colectivo de los votantes del PSOE se puede ditinguir una setie de grupos o conglome-
rados» (anilisis de conglomerados), o, en funcién de la informacién disponible cabe
clasificar a tal individuo, que no contesta sobre su intencién de voto, entre los votan-
tes del PCE» (anilisis discriminante). Como resultado de las técnicas de reduccidon po-
demos ver, por ejemplo, cdmo se agrupan las variables en un niimero menor de facto-
res, sin pérdida de la informacién original (anilisis factorial); cuiles son las dimen-
siones que subyacen a la percepcién de los lideres politicos por parte de un grupo de
entrevistados (escalas multidimensionales), o cuiles son las categorias de un grupo de
variables que se asocian con la categoria de otra variable (anilisis de correspondencias).

Las técnicas que vamos a introducir en esta seccién pretenden explicar los fenéme-
nos sociales, partiendo de la formalizacién de una teoria que determina las variables
pertinentes para su explicacion. Para ello se formularin modelos que postulen las in-
terrelaciones entre las variables; mediante una serie de operaciones estadisticas se
puede ver la bondad del modelo que se formula y también estimar la influencia de
unas variables explicativas sobre otras explicadas, que a su vez pueden ser también
explicativas.

Desde un punto de vista prictico la diferencia fundamental entre los 4 articulos
radica en el tipo de variables utilizadas: los dos primeros explican la construccién de
modelos causales con variables intervales, mientras que los dos Gltimos parten de las
tablas de contingencia (con variables nominales). El hecho de utilizar diferente nivel
de medida hard que los métodos de estimacion de los efectos entre las variables sean
distintos. Sin embargo los principios fundamentales son semejantes. Veamos por se-
parado cada uno de los articulos.

Alberto Satorra introduce los modelos causales con variables cuantitativas observa-
das. El punto de partida de su articulo es la explicacién de los modelos uniecuaciona-
les. Tales modelos pretenden contestar a la pregunta: «;qué variables explicativas (in-
dependientes) influyen en una variable explicada, respuesta o endégena (dependien-
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te)?». El modelo mis frecuentemente utilizado se puede expresar en la siguiente
ecuacion:

Y=a+ZyX + U

donde Y es la variable endégena, # es un valor constante que afecta a todos los casos
de la poblacion, X; es la variable explicativa, ¥; es el efecto de X sobre Y, y U es el
término de error o de perturbacién del modelo, que recoge la variacién de Y que no
puede ser explicada por las variables endégenas, X. Un modelo explicativo de este ti-
po con dos variables explicativas se puede representar mediante un diagrama como el

que ofrecemos a continuacién,
B K
y<U
X, /27

en donde una flecha simboliza un efecto «directo» de una variable sobre otra explica-
do por el modelo, mientras que una flecha doble representa la correlacién entre dos
variables no explicada por el modelo.

El modelo precedente es la formalizacion de una teorfa causal en donde varias va-
riables explicativas se combinan para dar como resultado un valor de la variable end6-
gena. Este modelo es lineal y aditivo, lo cual significa que el efecto de X; sobre Y es
siempre el mismo cualquiera que sea el valor de X; o de las restantes variables explica-
tivas (véase infra). También se hace el supuesto de que las variables estin medidas sin
error, pues de lo contrario se producitian sesgos importantes en los resultados —en su
articulo, Saris explica la solucidn a adoptar cuando se sospecha que las variables tienen
error.

Respecto del término de error o de perturbaci6n, U, se hace el supuesto de que se
trata de una variable aleatoria en la que 1) el valor de U para un individuo (observa-
cién) no esti correlacionado con el valor de U para otro individuo (observacién) —no
existe autocorrelacién—; 2) tampoco U esti cotrelacionado con las variables explicativas.
Al tiempo hay que hacer el supuesto adicional 3) en el sentido de que la varianza de
U permanece constante cualesquiera que sean los valores que tome la variable X; —hi-
potesis de homoscedasticidad—. Cuando se cumplen estos requisitos estamos ante el
modelo de regresion lineal miltiple, siendo posible estimar los efectos de las variables
explicativas mediante el método de los minimos cuadrados ordinarios (MCO).

A partir del modelo causal explicado se pueden considerar otros modelos en los
que 1) las variables explicativas en una ecuacién sean variables explicadas (endégenas)
en otra —modelos multiecuacionales—, y 2) en donde se rompan algunos de los su-
puestos hechos previamente.

El tipo de modelos de los que se habla en 1) son ttiles cuando se trata de estudiar
temas tales como los mecanismos a través de los que una variable explicativa influye
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en otra variable respuesta. Por ejemplo, se puede observar que el nivel de «estudios»
estd relacionado con la «clase social subjetiva» de las personas; un modelo causal mul-
tiecuacional tratarfa de ver qué variables pueden intervenir en esta relacion. Cabe
pensar que los «estudios» también estin relacionados con la «ocupaciéns y que esta va-
riable se relaciona a su vez con la «clase social subjetiva» (véase representacién grifica
en la figura siguiente).

Ocupacién

Estudios . Clase social subjetiva

>

Un modelo uniecuacional que incluyera las 3 variables permitiria conocer cuil es el
efecto de cada una de las 2 variables explicativas sobre la «clase social subjetivas; un
modelo multiecuacional consideraria la existencia de 2 variables endégenas (depen-
dientes), «ocupacion» y «clase social subjetivas, y estudiaria los efectos directos de «es-
tudios» sobre estas dos variables y su efecto indirecto sobre «clase social subjetiva» via
«ocupacién». La relacidn original entre «estudios» y «clase social subjetiva» quedaria asi
descompuesta en estos dos nuevos efectos. Con el fin de dar solucién al modelo prece-
dente se hace necesario resolver tres problemas, relacionados entre si: la especificacién,
la identificacién y la estimacién de los parimetros del modelo.

La especificacion del modelo hace referencia a la necesidad de indicar, en base al
conocimiento tedrico sobre el tema, la pauta de relaciones que establecen todas las va-
riables entre ellas y con los términos de error, y de estos ltimos entre si. Un tipo par-
ticular de modelo con el que nos vamos a encontrar a la hora de hacer la especifica-
cidn es el recursivo; en este tipo de modelo se asume que si una variable end6gena
influye en otra variable enddgena, esta segunda no tiene un efecto, directo o indi-
recto, sobre la primera. También se asume que los términos de error estin incorrela-
cionados entre si € incorrelacionados con las variables explicativas. Caso de que alguna
de estas condiciones no se cumpla estamos ante un modelo »zo-recursivo.

El problema de la identificacion tiene que ver con la cantidad de informaci6n ne-
cesaria para estimar los parimetros del modelo. En funcién de la especificacién que
hayamos hecho hay que construir un sistema de ecuaciones que incluya como incogni-
tas aquellos efectos que hay que estimar. Para proceder a la resolucion del sistema
contamos con la informacién procedente de las relaciones (varianzas y covarianzas, o
cotrelaciones) entre las variables. Si la informacién no es suficiente, los parimetros del
modelo no se pueden identificar. Cuando se trata de modelos recursivos sin error de
medida en las variables siempre es posible identificar los parimetros. Cuando el mo-
delo sea no-recursivo hay que ver si el sistema de ecuaciones cumple las condiciones
necesarias para proceder a una estimacidn Gnica de los parimetros.

Especificado €l modelo y visto que es posible la identificacién @nica de los pari-
metros hay que proceder a su estimacion, dado que los parimetros son desconocidos
por el investigador. En los modelos recursivos el problema se reduce a aplicar la regre-
sion maultiple (que utiliza la estimacién minimo cuadritica) a cada una de las
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ecuaciones del modelo. Cuando los modelos son no-recursivos los MCO no son un
buen método de estimacién. En su lugar se pueden utilizar dos tipos de métodos: los
lamados de ecuacion singular (o informacion limitada), que estiman las diferentes
ecuaciones del modelo ecuacién por ecuacidn; y los métodos de estimacion de sistema
completo (informacion completa), que estiman conjuntamente todos los parametros.
El mis comin de los primeros métodos es el denominado de los minimos cuadrados
en dos etapas (MC2E). Entre los segundos Satorra incluye las estimaciones de minimos
cuadrados generalizados o ULS (unweighted Jeast squares) y de maxima verosimilitud
(MV). Todos ellos son explicados por el autor, con sus ventajas e inconvenientes,
ilustrando su aplicacién con dos ejemplos donde se comparan los resultados obtenidos
con los diferentes métodos de estimacion.

Cuando el modelo esti sobreidentificado (véase texto), utilizando MV Satorra
explica ¢c6mo es posible contrastar estadisticamente la validez global del modelo.

El articulo de Willem Saris es la continuacion del trabajo de Alberto Satorra. Da
soluciones al problema que se plantea en las ciencias sociales cuando se trata de expli-
car algin fenémeno y la informacién que obtenemos contiene errores de medida. En
el trabajo en cuestién se discuten tres enfoques diferentes para resolver el problema
del error aleatorio de medida en los modelos de educaciones lineales estructurales; se
presentan los modelos apropiados y se explican su estimacién y verificacion.

El punto de partida es la necesidad de estudiar las relaciones entre las variables ha-
ciendo uso de los métodos explicados por Alberto Satorra. Cuando las variables estin
medidas con error, la estimacién puede llevar a conclusiones erréneas sobre el impacto
causal de las variables explicativas sobre las explicadas, y casi siempre implica una
sobrevaloracion del efecto perturbacion —es decir, de la influencia de las causas des-
conocidas sobre la variable dependiente. (P. V. Marsden, 1981: 203).

Por lo demis, tales errores son frecuentes en la medicién que se hace en las cien-
cias sociales y es conocido, por ejemplo, el efecto que puede tener el uso de diferentes
entrevistadores o la distinta formulacién de una pregunta sobre las contestaciones de
los entrevistados. Cuando tal cosa ocurre, la matriz de varianzas-covarianzas de las va-
riables observadas no es ftil par estimar los efectos causales, y previamente a la esti-
macion es necesario estimar la matriz de varianzas-covatianzas de las variables verda-
deras (no observadas). A tal fin se pueden seguir diferentes alternativas, aun cuando
todas ellas tienen en comin el hecho de que obtienen varias medidas de cada variable
para utilizarlas después en modelos que operacionalizan las teorias existentes sobre la
medida y el comportamiento de los errores. Estas mediciones maltiples, que se hacen
tanto de las variables explicativas como de las explicadas, son las variables observadas,
mientras que los valores verdaderos aparecen como vatiables no observadas.

Junto a variables observadas y no obsetvadas hay que considerar los errores en las
variables (distintos de los errores en la ecuacién o término de perturbacién), que
pueden considerarse aleatorios o correlacionados, debido a la existencia de una fuente
comiin de sesgo en las mediciones (por ejemplo, la tendencia de algunos entrevistados
a decir «si» a todas las preguntas, al margen de cuiles sean éstas).

Una vez que hemos conseguido obtener la matriz de varianzas-covarianzas de las
variables verdaderas estamos en condiciones de estudiar las influencias o efectos de
unas variables sobre otras, utilizando los métodos de estimacién de los modelos causa-
les. LISREL es un sistema general, implementado en un programa de ordenador, que
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permite la resolucion de ambos problemas. Siguiendo el trabajo de los psicSlogos en
el campo del error de medida incorpora la distincién entre variables tedricas y va-
riables observadas, permitiendo estudiar la relacién entre ambas (modelo de medida);
a partir del trabajo de los econdmetras en el campo de la causalidad reciproca y en el
desarrollo de métodos eficientes de estimacién permite la estimacién de los pari-
metros desconocidos (modelo causal o de ecuaciones estructurales). En este sentido, la
suma de los trabajos de Satorra y de Saris ofrece una vision completa del sistema, al
abotdar los autores las cuestiones inherentes a cada una de las dos problemiticas.

En su articulo, Saris plantea tres enfoques diferentes para estimar las varianzas-
covarianzas de las variables tericas (a partir de las relaciones entre las variables obser-
vadas y las tedricas). El primero de ellos consiste en el uso de indicadores miltiples
para cada variable tedrica; estos indicadores pueden ser paralelos tau-equivalentes o
congenéricos —siendo los dos primeros un caso particular del tercero—. Otro enfoque
consiste en tomar informacidn de la misma variable en diferentes momentos del tiem-
po (replicacion). Por Gltimo el autor plantea la posibilidad de utilizar la replicacién
con indicadores miltiples para cada observacioén. En el trabajo en cuestién se discuten
las ventajas y desventajas de cada uno de los enfoques y se oftece un ejemplo que
ilustra el tercero de ellos, dado que los dos primeros ya han sido discutidos por otros
autores.

Las técnicas que vamos 2 explicar a continuacién difieten basicamente de las prece-
dentes en que el tipo de informacion que utilizan es de tipo cualitativo (variables no-
minales, fundamentalmente). Este hecho condiciona el procedimiento a seguir para
determinar la relacibén entre las variables y el efecto de unas sobre otras. Sin embargo,
tanto los modelos lineales logaritmicos como los sistemas de la D son un intento de
seguir el trabajo de los econdmetras en el desarrollo de modelos causales, sin olvidar
que la mayoria de las variables que se utilizan en las ciencias sociales son cualitativas.
En ambos casos, las técnicas que comentamos ahora tienen limitaciones respecto de los
modelos causales con variables cuantitativas:

1. En primer lugar, ninguna de las técnicas permite introducir en la estimacién de
los efectos el error de medida.

2. Tampoco es posible resolver modelos con efectos causales teciprocos (modelos
no-recursivos).

A estas dos limitaciones, en el caso de los modelos lineales logaritmicos hay que
afiadir la imposibilidad de descomponer el tamafio de los efectos de las variables, mi-
diendo los efectos causales (directos e inditectos) y los espiireos. Por lo demis, con las
singularidades que vamos a exponer a continuacién ambas técnicas tratan de resolver
los mismos problemas que la correlacién o la regresién (simples o miltiples) y las
ecuaciones estructurales cuando se tienen variables cuantitativas.

Resuelto el problema de la especificacién del modelo, y sin que haya problema de
identificacién en este caso, tanto los modelos lineales logaritmicos como los sistemas
de la D proceden a la estimacién de los parimetros. Puesto que ambs técnicas estin
basadas en medidas de asociacién diferentes, también seri diferente el procedimiento
de estimacién. En los modelos lineales logaritmicos la medida de la intensidad de la
‘relacion son las razones (comparacién de las frecuencias de las categorias entre si) y en
los sistemas de la D la diferencia de proporciones (comparacién de las frecuencis de las
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cateogrias con los marginales). A partir de estas medidas, lo mismo que en los mode-
los precedentes se trataba de ver cdmo se descomponia la correlacién entre dos va-
riables buscando las fuentes de la covariacion, es decit, explicando los mecanismos a
través de los que se generaba la correlacion, ahora se buscarin las fuentes que detet-
minan una razén (o logaritmo de la razén) o una diferencia de proporciones, estiman-
do la influencia de esas fuentes.

Cuando se trata de ver el efecto de una variable explicativa sobte otra variable res-
puesta, en los modelos con variables intervales se estimaba un Gnico niimero. Esto era
posible dada la naturaleza continua de las variables intervales (los individuos son
«mis» 0 «menos» en la dimensioén que se estudia, por ejemplo la edad). Sin embargo,
cuando se tienen variables nominales, tal continuo no existe, por el contrario aparecen
estados o categorias (el catdlico, el protestante, etc., son estados diferentes, ni mis ni
menos, en la dimensidén religiosa de los individuos), y ello obliga a que no haya que
calcular un solo efecto de «toda» la variable explicativa sobre «toda» la variable expli-
cada, sino que haya diferentes efectos para las diferentes categorias o estados de am-
bas variables.

A diferencia con los modelos con variables intervales un aspecto que tiene especial
interés en los modelos lineales logaritmicos y en los sistemas de la D es la interaccién
entre las variables. En el caso de las variables intervales un ejemplo de interaccién
seria el siguiente: el precio de la cesta de la compra (variable dependiente) viene de-
terminado por el precio de las patatas (efecto de la variable «patatas») por su cantidad
mis el precio de las lechugas (efecto de la variable «lechuga») por su cantidad (ambas
variables independientes). Esto seria asi en el supuesto de que no hubiera una oferta
que hiciera que comprando una determinada cantidad de lechugas y de pan los pre-
cios se rebajaran. Es decir, el precio total no siempre es la suma de los productos de la
cesta, sino que determinadas combinaciones de valores (kilogramos) de las variables
pan y lechuga interactian modificando el precio total. En el caso de las variables no-
minales la interaccién significa que la relacién entre dos variables estd condicionada
por las categotias de una tercera variable. Por ejemplo, entre los individuos sin estu-
dios (categoria 1 de la tercera variable, estudios) existe una relacién muy fuerte entre
la edad y la prictica deportiva; sin embargo, entre los individuos con estudios supe-
riores (categoria 2 de la tetcera variable) la relacién casi se desvanece: tanto jovenes co-
mo menos jovenes practican deporte, es decir, la edad es independiente de la prictica
deportiva. Pues bien, uno de los posibles efectos a considerar cuando se trata de mo-
delos causales con variables cualitativas es esta posible influencia de la interaccion,
que hay que afiadir como uno mis de los factores que explican la relacidon entre dos
variables.

En la medida en que utilizamos los mismos datos con ambas técnicas es posible
comparar los métodos en funcion de los resultados obtenidos'. Mirando los dos grifi-
cos que muestran la estimacion de los efectos en ambos casos (grificos 9 y 4 en los
articulos sobre los modelos lineales logaritmicos y los sistemas de la D, respectivamen-
te) vemos que: 1) el signo de los efectos es el mismo; 2) sus tamafios relativos son
también similares, excepto en el caso del efecto de Permiso sobre Ingresos que es ma-

! Se puede ver una discusion mds técnica sobre las diferencias que existen entre los enfoques para el
anilisis de tablas de contingencias en Kritzer (1979).
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yor cuando se utilizan proporciones; y 3) en ningiin caso hay interacciones de 3.° y
4.° orden?.

Tal como sefiala James Davis, parece que la eleccién entre uno u otro método
(modelos lineales logaritmicos o sistemas de la D) es un problema de «gusto»; algunas
personas se sentirin mis comodas tratando con razones, mientras que otras encontra-
rin las proporciones como una medida mis natural. La eleccidn, pues, queda en la
mano del lector.

2 Su contraste sc omite en el caso de los sistemnas de la D, aunque se puede ver su cilculo en la obra -
tada en el capitulo respectivo, Sinchez Carrion (1983).
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9. Introduccion a los modelos de causalidad *

por A. SATORRA ** (autor principal) y L. H. STRONKHORST

9.1. Estudios descriptivos y explicativos

Las investigaciones empiricas en el ambito de las ciencias sociales pueden clasificar-
se, a grandes ragos, en dos tipos: en descriptivas y explicativas. El objetivo principal
de una investigacién de tipo descriptivo es la presentacién de cifras o datos relativos a
la situacién o estado de un determinado fenémeno social o humano; por ejemplo, a
la pregunta «;ha aumentado la delincuencia en los diltimos afios?» corresponde un es-
tudio de tipo descriptivo que presente las cifras actuales de delincuencia y las compare
con las cifras de delincuencia habidas en afios anteriores. En cambio, un estudio de ti-
po explicativo no se limita simplemente a la presentacién de datos, sino que pretende
«explicar» unos fenémenos o acontecimientos a partir de la ocurrencia o no de otros
fendmenos o sucesos. Por ejemplo, a la pregunta «influye la cantidad de violencia
que se proyecta en la television sobre la cantidad de violencia presente en la calle?s,
corresponde un estudio de tipo explicativo que investigue la posible interrelacién o re-
lacion de «causalidad» entre las dos formas de violencia mencionadas. En general, un
estudio de tipo descriptivo comporta la recoleccion de datos, tabulacién y representa-
cién grifica de los mismos, etc.; mientras que un estudio de tipo explicativo implica
la formulacién de hipétesis estadisticas o «modelos» de interrelacién entre variables, la
contrastacion estadistica de las mismas, asi como la estimacién de la magnitud de los
«cfectos» hipotéticos entre variables.

En este capitulo presentaremos la metodologia estadistica adecuada para el trata-
miento de los modelos de causalidad (también denominados modelos de ecuaciones
estructurales, sistemas de ecuaciones simultineas, modelos del «path analysiss, etc.).
Dicha metodologia, propia de los estudios de tipo explicativo, es adecuada para el tra-
tamiento estadistico de datos multivariantes generados en un contexto <no-
experimental>!. Dado el caricter introductorio del presente capitulo, supondremos

* Parte del presente trabajo ha sido posibles gracias a una beca concedida al primer autor por la Dutch
Organization for Advancement of Pure Research (ZWO).

** Quiero agradecer las sugerencias obtenidas en el departamento de Estadistica y Econometria de la
Universidad de Barcelona, que han permitido mejorar una versién preliminar de este articulo.

! Para una clarificacién de los conceptos relativos a la investigacién empirica con datos «no experimenta-
les» véase Blalock (1961) y Saris y Stronkhorst (1983).
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que todas las variables relevantes son manifiestas (es decir, observables)? y medidas en
escala intervalo?.

9.2. Modelos uni¢cuacionales

La situacién mis simple de aplicacién de un modelo causal es aquella en la que se
pretende estudiar los efectos que sobre una variable Y, que llamaremos variable de-
pendiente o endigena, tiene la vatiacién de una variable X, que llamaremos variable
explicativa o independiente. En dicha situacion puede proponerse una ecuacién como
la siguiente:

Y = fX) [1]

en donde f{X) reptesenta una funcién especifica de X. Dicha ecuacién [1] implica
que, para un individuo cualquiera de la poblacion, el valor de la variable X determi-
na con exactitud el valor de la variable Y. Sin embargo, a pesar del caricter altamente
explicativo que tendria un modelo <exacto» o deterministico como el propuesto en
[1], es impensable que dicho modelo se ajuste a una realidad obsetvacional o
empirica. Efectivamente, si x; e y; son respectivamente los valores de X e Y en el indi-
viduo #-&simo de la muestra (7 es un subindice que caracteriza el individuo en la
muestra y que supondremos varia de 1 a N) entonces, lo mis probable es que el valor
o diferencia y; — f{x) no sea exactamente igual a cero. Esta discrepancia entre Y y
AX) puede ser debida a diferentes razones, como, por ejemplo, a que:

a) La especificacién funcional fX) considerada es incorrecta.

b) Existen otras «causas» de variacion de Y distintas de fX).

c) Los valores x; e y, no son los valores «verdaderos» de las variables X e Y (es de-
cir, existe «error de medidas).

En cualquier caso, como solucién a la escasa plausibilidad de un modelo
deterministico como el propuesto en [1], puede proponerse el modelo alternativo si-
guiente:

Y=AX)+ U [2]

en donde la nueva variable U, que cotresponde a la diferencia (Y — AX)), se denomi-
na #érmino de perturbacion del modelo. Dicha variable U no se corresponde con nin-
guna caracteristica sustantiva (teorica) de los individuos (es simplemente un rudimen-
to estadistico que recoge la disctepancia entre Y y fX) y es en general una variable no
observable. Sin embargo, a fin de que [2] implique una estructura especifica de va-
riacién de Y respecto de X (de momento [2] es solamente una identidad), serd necesa-

2 La problemitica de las variables no observables y del error de medida ser4 tratada en el préximo capi-
tulo.

3 Una referencia importante para la clarificacién de los conceptos relativos a las diferentes escalas de me-
dida es la de Stevens (1946).
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rio incorporar a dicha ecuacién algtin supuesto relativo al comportamiento de dicho
término de perturbacién U. Concretamente, tendremos que introducir algin supuesto
operativo el cual implique que el término de perturbacxon U recoge solamente
aquellos factores o «causas» de variacién de 'Y que no tienen ninguna relacién o
caractetistica comiin con la variable X (de lo contrario f{X) no recogeria toda la va-
tiacién de Y debida a X). Ello se consigue suponiendo que si #; es el valor de U en el
individuo 7-ésimo de la muestra (recordemos que 7 varia de 1 a N), entonces dicho va-
lor es el resultado de un fenémeno aleatorio; es decir, se supone que #; es la rea-
lizacién de una variable aleatoria U, asociada al individuo 7-ésimo de la muestra. Con
respecto a la distribucidon de probabilidad de las variables aleatorias U,, U,, ..., U,

, Uy asociadas a los diferentes individuos de la muestra, supondremos lo siguiente:

(i) La distribucién de probabilidad de U, (: = 1, 2, ..., N) es independiente de
los valores que toma la variable X,

(ii) Las variables aleatotias U,, U,, ..., Uy son idénticamente distribuidas e inde-
pendientes entre si.

(iii) La esperanza de U; (1= 1, 2, ..., N) es cero.

(iv) La distribucién de probabilidad de U, ( = 1, 2, ..., N) es normal.

La ecuacidon [2] junto con los supuestos (i) a (iv) constituye una especificacion
completa de lo que se denomina un modelo estocastico (obviamente, el calificativo de
estocistico proviene del caricter estocistico o aleatorio que hemos supuesto tiene el
término de perturbaciéon U)4. La naturaleza estocistica del modelo posibilitara al in-
vestigador que dispone de observaciones de las variables X e Y en N individuos de la
poblacién (o sea, al investigador que dispone de «informacién muestral») aplicar téc-
nicas inferenciales de estadistica a fin de obtener informacién sobre las caracteristicas
«poblacionales» del modelo. Por ejemplo, el investigador podri estimar los coeficien-
tes involucrados en la expresion AX) que a prioti no vienen determinados por la
teorfa, o contrastar hip6tesis estadisticas relativas a dichos coeficientes.

La expresién de [2] mis comin, y considerada en este capitulo, es la siguiente:

Y=7X+U [3]

en donde se supone que las variables Y y X vienen expresadas en desviaciones respec-
to a sus medias’® y que vy es un coeficiente de valor desconocido «a priori». Como argu-
mento a favor de la expresion lineal (3] podemos citar, por ejemplo, que una funcién
lineal es una «buena» aproximacién de cualquier funcién cuando el rango de variacién
del argumento es pequefio; o bien, que [3] es una expresion operativa en la que el

4 Nétese que la suposicién de que #, es la realizacién de una variable aleatoria U; implica que el valor y;
de la variable end6gena Y es también la realizacion de una variable aleatoria. Es decir, la variable Y es tam-
bién de naturaleza estocistica.

3 Es decir, sc supone que la media de las observaciones de cada variable es igual a cero; o sea,

N N

)» z

Ix{: ly,=0
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coeficiente v tiene una significacién empirica concreta: y mide el cambio esperado en
Y provocado por un inctemento unitario en X. Dicho coeficiente v, asi como la va-
rianza de U, ¢?, son denominados parimetros (estructurales) del modelo; siendo, en
general, la determinacién de la magnitud de los mismos uno de los objetivos centrales
del investigador. Hay que sefialar que la magnitud de o? informa sobre la cantidad de
variacion de Y «no explicadas por la variable X.

Con respecto a los supuestos (i) a (iv), necesarios para la validez de las técnicas
propuestas en este capitulo, cabe comentar una serie de extremos. En primer lugar, la
suposicién (ii) implica, en particular, que la varianza de U; es constante respecto a 7; es
decir, es idéntica para todos los individuos de la muestra. Dicha implicacién, que se
conoce como la hipétesis de homoscedasticidad, puede resultar insostenible en algu-
nas aplicaciones (como, por ejemplo, cuando los individuos son agregados de «tama-
fios» muy desiguales). Cuando la varianza de U, varia atendiendo al valor de la va-
riable X, se dice entonces que el término de perturbacién es heteroscedistico y, en es-
te caso, previo a la utilizacién de las técnicas propuestas en el presente capitulo, es ne-
cesario aplicar alguna transformacién especifica a las variables o ponderar las observa-
ciones. No insistiremos sobre este extremo y simplemente remitimos al lector interesa-
do en el problema de la heteroscedasticidad a que consulte cualquier manual de
cconometria (como, por ejemplo, Johnston, 1963; Goldberger, 1970).

Respecto a la suposicion (ii), de independencia estocistica de las diferentes realiza-
ciones de U, cabe sefialar que, si bien es una suposicién «naturals en un contexto de
datos de «corte-transversal» (por ejemplo, con datos de encuesta), cuando los datos
son de «serie-temporals es probable que la serie U}, U,, ..., Uy presente «autocorrela-
cion» en cierto grado. Los econdémetras han desarrollado ampliamente técnicas
especificas para el tratamiento del problema de la «autocorrelacion» (véase, por
ejemplo, los manuales de econometria anteriormente citados); sin embargo, puesto
que el presente capitulo va dedicado principalmente al tratamiento de datos de «cor-
te-transversal» (datos que, por otra parte, son abundantes en las ciencias sociales), la
problemitica de la autocorrelacién no seri objeto de atencidn en este capitulo.

Una generalizacion inmediata del modelo {3] se obtiene cuando en lugar de una
sola variable X consideramos una setie X, X, ..., Xy de variables explicativas. En es-
te caso, la ecuacién del modelo seri:

Y=9X +7X, + ... + 7 X+ U [4]

en donde se supone que U verifica también los supuestos (i) a (iv), teniendo en cuen-
ta que el supuesto (i) se convierte ahora en:

(i) La distribucién de probabilidad de U(7 = 1, 2, ..., N) no depende de los valo-
res que toman las variables X, X, ..., Xk

El coeficiente y(j = 1, 2, ..., K), que aparece en la ecuacion [4], se denomina co-
eficiente de regresion parcial correspondiente a X, y expresa la variacién provocada
en Y por un incremento unitario de X en el supuesto que las restantes variables
explicativas de la ecuacién permanecen fijas (0 «controladas»).

Esperamos que ¢l lector haya reconocido en [4] al modelo de regresion lineal miil-
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tiple con K variables explicativas®. Ademis el lector debe también reconocer en los su-
puestos (i) a (iv) las hip6tesis bisicas que garantizan que el método de los minimos
cuadrados ordinarios (de aqui en adelante, MCO) conduce a un tratamiento inferen-
cial «6ptimos. Cabe sefialar también que los supuestos (i) a (iv) garantizan que el mé-
todo de los minimos cuadrados ordinarios sea equivalente al método de la méxima ve-
rosimilitud propuesto, mis adelante, en el apartado de este capitulo correspondiente
a la estimacion.

En el contexto del pazh analysis una forma habitual de representar la especifica-
cién de un modelo es mediante los denominados diagramas path. En el caso de un
modelo uniecuacional con dos variables explicativas, dicha representacién seria la que
muestra la figura 1.

X,

FIGURA 1. 1) Diagrama «path» de un modelo uniecuacional con dos variables explicativas.

En el diagrama que presenta la figura 1 una flecha simboliza un «efecto directo» de
una variable (extremo inicial) sobre otra variable (extremo final) explicado por el mo-
delo, mientras que una doble flecha representa una correlacién entre dos variables no
explicada por el modelo.

9.3. Modelos multiecuacionales

Un investigador que intente operativizar o contrastar una teoria se veri obliga-
do, muchas veces, a considerar modelos mis complejos que el simple modelo
uniecuacional presentado en el apartado anterior. Puede suceder, por ejemplo, que

6 Un supuesto adicional de los autores respecto al actual lector es que, éste, al empezar el capitulo, esta-
ré ya familiarizado con ¢l modelo de regresién a un nivel de curso introductorio en estadistica. En caso de
que dicho supuesto no sca cierto, remitimos al lector a que consulte, por ejemplo, Thomas (1980).
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alguna de las variables que actfian como explicativas en una ecuacion sea al mismo
tiempo una variable «explicada» o dependiente (endégena) en otra ecuacién del mo-
delo. Supongamos, a efectos ilustrativos, un estudio hipotético en el imbito educa-
cional en el que se especifica una ecuacién de regresion que «explicas las aspiraciones
educacionales (AE) (variable dependiente) de los estudiantes de BUP por medio de
una serie de variables explicativas entre las que se incluye el rendimiento académico
(RA) del estudiante. En dicho estudio, cabe pensar que el rendimiento académico RA
serd a su vez variable «explicada» o dependiente en otra ecuacion de regresidon del mo-
delo (sugerida también por la «teoria») en la que entre las variables explicativas figura-
rd la variable de aspiraciones educacionales AE. El hecho de que entre las variables
explicativas de una ecuacidon de regresién figuren variables que simultineamente son
variables enddgenas o «explicadas» en otra ecuacién del modelo implicari, en general,
la utilizacién de técnicas estadisticas mis complejas que las meras técnicas de regre-
sién.

Efectivamente, la naturaleza endégena de una variable explicativa implicari, en
general, la existencia de correlacién entre dicha variable explicativa y el término de
perturbacién de la correspondiente ecuacion y, por tanto, que los estimadores MCO
sean estimadores inconsistentes’. Siguiendo con el mencionado estudio en el ambito
educacional, la existencia de cotrelacién entre el término de perturbacién y las variables
explicativas queda manifiesta considerando el modelo de dos ecuaciones representado
en la figura 2 (en donde I representa el resultado de un test de inteligencia y NEP es
una medida del nivel educacional de los padres).

Tu

FIGURA 2. Diagrama path correspondiente al modelo educacional.

7 Recordamos al lector que, al estimar una ecuacién de regresion, un supuesto bisico para asegurar la
consistencia de los MCO es que las variables explicativas estocisticas estén incorrelacionadas con el término
de perturbacion de la ecuacion.
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En dicho modelo, la variable AE (idem, RA), que es una de las variables explicati-
va de la primera (segunda) ecuacién, estari correlacionada con el término de perturba-
cién U, (U,) como consecuencia de los efectos reciprocos entre RA y AE (notese que
U, (U,) interviene, a través de RA, en la «generacion» de los valores de AE (RA)).

La correlacién entre variables explicativas y términos de perturbacion apareceri
siempte que una variable tenga indirectamente (a través de otras variables) un «efectos
sobre si misma o, simplemente, cuando los términos de perturbacién de las diferentes
ecuaciones del modelo estén correlacionados. Dicha problemitica conduce a tener en
cuenta la simultaneidad de las diferentes ecuaciones propuestas en el modelo (i), por
tanto, a introducir el modelo tipicamente econométrico de ecuaciones estructurales li-
neales o, denominado también, sisterna de ecuaciones simultineas (interdependien-
tes)

En un sistema de ecuaciones simultineas puede distinguirse una serie de G va-
riables Y}, ..., Y,, ..., Y, denominadas enddgenas, la variacién de las cuales viene
explicada por las ecuaciones del modelo y otra serie de K variables X, ..., X, ..., X;,
denominadas variables exdgenas, cuya variacién no viene explicada por el modelo.
Corresponde a cada una de las variables end6genas una ecuacién de regresion lineal
en la que como variables explicativas pueden figurar tanto variables exdgenas como
otras variables endégenas del modelo; es decir, un sistema de ecuaciones simultineas
viene caracterizado por un sistema de ecuaciones del siguiente tipo:

Y, =0+ B,Y, +... + e + B6Ye + Xy 4 e+ 1 X+ U)
Y, = B,Y, + 0 +8,,Y; + ... + BcYe + Y Xy ¥ oo + Y X + U,

> [5]
Y; = B5Y + ... Bog-1Y6-1 + 0 + va X + ... + va Xk + Us + |

en el que algunos de los coeficientes (betas y gammas) 2 priori serin igual a cero o
sometidos a restricciones especificas. Con respecto a los tétminos de perturbacién U,
(g = 1, 2, ..., G) de las distintas ecuaciones supondremos que son también de natu-
raleza estocistica como en [4]. Si U, representa la perturbacién (variable aleatoria) aso-
ciada a la ecuacién g-ésima del modelo e individuo 7-éstimo de la muestra, supondre-
mos que:

(i) La distribucién de probabilidad de U, (g = 1,2, ..., Gei = 1,2, ..., N)es
independiente de los valores que toman las variables exbgenas X, X,, ..., X, de/
modelo®.

(#) Para toda ecuacion 9 del modelo (g = 1,2, ..., G), U,,, U

o0 Upgo ooy Ug,,,son va-
riables aleatorias estocisticamente independientes entre si.

8 Precisamente la «cxogeneidads de una variable queda caracterizada por el hecho de que la distribucién
de probabilidad de los términos de perturbacién es independiente de los valores que toma dicha variable.
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(iii) Para cada individuo 7 de la muestra (7 = 1, 2, ..., N), la distribucién de pro-
babilidad conjunta de U,, U,, ..., Ug, es normal multivariante con vector de medias
igual a cero. La matriz de varianzas y covarianzas de dicha distribucién vendri denota-

da por ¥ (psi).

Utilizando notacién matricial podemos escribir [5] de la siguiente forma:
Y=BY +TX + U (o]
en donde, obviamente, Y, X y U son los vectores de variables siguientes:
Y =(Y, Y, .., Yy
X' = (X Xy s X3
U= (U, U, ..., U

Y B yT las matrices:

o B, ... B
By o ... By
B =
_B.Gl B.c:z Bear °.
(Y0 Y2 - Y|
r =
| Y1 Ye2 - -+ Yex |

Si I representa la matriz identidad de dimensiones G x G, supondremos (sin que
ello comporte pérdida de generalidad) que la matriz (I — B) es una matriz no singu-
lar. La expresion (5] 6 [6] se denomina la forma estructural del modelo, siendo los
elementos de las matrices B, I' y ¥ con valor desconocido a priori los denominados
parametros (estructurales) del modelo. El conjunto de dichos parimetros vendri deno-
tado por 6 y los valores «verdaderos» (poblacionales) de los mismos por 6. En general,
serd un objetivo fundamental del investigador la obtencion de informacién relativa a
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. Dicha informacién se «extraeri» de la «muestra» utilizando técnicas estadisticas
apropiadas.

Dado que la matriz (I-B) se ha supuesto no singular, una expresién del modelo
equivalente a [6] es la siguiente:

Y=Tk+ V (7]
en donde:
In=({- BT (8]
y
V=(-BU [9]

Los supuestos estocasticos (i) a (iii) relativos a U y la igualdad [9] implicarin que el
vector aleatorio V tenga distribuciébn normal multivariante con vector de medias igual
a cero y matriz de varianzas y covarianzas @ dada por:

Q = (I - By"¥(I — By - [10]

La expresion (7] se denomina forma reducida del modelo y especifica la distribucién
del vector de variables endégenas Y condicionada al vector de variables ex6genas X. A
los (G x K + G(G + 1)/2) coeficientes de las matrices IT y @, que caracterizan
dicha distribucién condicional de Y tespecto X, los denominaremos parimetros
estadisticos del modelo. El conjunto de dichos parimetros vendri denotado por IT y
los valores «verdaderos» de los mismos por 8°.

Una clase importante de modelos multiecuacionales son los denominados modelos
tecursivos, que vienen caracterizados por las dos condiciones siguientes:

a) Existe una ordenacién de las ecuaciones del modelo en la que la matriz B
correspondiente es triangular.

b) La matriz ¥ de varianzas y covarianzas de los términos de perturbacion es
diagonal. Es decir, los términos de pertutbacién de las diferentes ecuaciones del mo-
delo estin incorrelacionados entre si.

El aspecto mis relevante del caricter recursivo de un modelo es que la problemitica
propia de la interdependencia entre ecuaciones desaparece; de tal manera que los MCO
aplicados independientemente en cada ecuacién conducen a estimaciones consistentes y
«6ptimas» de los parimetros del modelo. Efectivamente, se demuestra ficilmente que
los supuestos de recursividad [(a) y (b)] imposibilitan la correlacién entre variables en-
dbgenas explicativas y los términos de perturbacién cotrespondientes.

Los modelos recursivos han tenido un papel importante en el desarrollo de la me-
todologia de las ecuaciones estructurales. Algunos autores han argumentado afirman-
do el caricter intrinsecamente recutsivo de todo modelo de causalidad (véase Wold,
1964). Cabe decir también que las técnicas del path analysis (Wright, 1934) y, en par-
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ticular, las técnicas de la correlacién parcial (Simon, 1957 y Blalock, 1964), que con-
tribuyeron de forma importante a introducir los modelos de causalidad en el ambito
de la Sociologia, son principalmente técnicas de modelos recursivos.

9.4. Identificacion

Un problema tipico de los modelos de ecuaciones estructurales no recursivos, que
es previo a todo proceso de estimacién y contraste, es el denominado problema de /a
identificacion. Dicho problema plantea la cuestién fundamental de si mediante la
«informacién muestral» es posible obtener informacién sobre los valores «verdaderos»
de los parimetros estructurales.

La forma reducida [7] del modelo, presentada en el apartado anterior, implica que
la distribucién del vector de variables enddgenas Y condicionada al vector de variables
exogenas X es normal multivariante con vector de medias igual a ILX y matriz de va-
rianzas y covarianzas {; de manera que los parimetros estadisticos IT (es decir, el con-
junto de elementos de las matrices I1 y @) caracterizan dicha distribucién condicional.
Pues bien, el modelo estadistico que tenemos planteado es de tal naturaleza que la
«informacién muestral» posibilita la estimacién consistente de los parimetros estadis-
ticos del modelo; o sea, aumentando suficientemente el tamafio de la muestra pode-
mos aproximar los elementos de IT y @ con la exactitud deseada. El problema de la
identificacién consiste en averiguar si la determinacién de IT y Q implica también la
determinacion de ; solamente si ello es asi, la «informacién muestral» posibilitara tam-
bién la estimacién consistente de los parimetros estructurales del modelo.

Fijada la informacidn «a prioti» que hace referencia a los valores especificos de al-
gunos elementos de las matrices B, I" y ¥, se establece a través de {8] y [10] una co-
rrespondencia entre @ (parimetros estructrurales, o sea, valores concretos de los ele-
mentos «libres» de las matrices, B, I' y ¥) y 8 (pardmetros estadisticos, o elementos de
las matrices IT y Q); es decir [8] y [10] determinan una funcién especifica

5 = 8(6)

Un modelo diremos que estd identificado si no existen dos conjuntos 6° y 6” de pari-
metros estructurales a los, que les cotresponde el mismo conjunto § de parimetros
estadisticos; o sea, el modelo estari identificado si:

6(0) = 6(6')= 6" =06"
Diremos que el modelo esti localmente identificado en 6 si
60) =6(0')= 0" = 6

para cualquier 8’ en un entorno de 6.

En el mismo sentido, diremos que un parimetro estructural del modelo estz iden-
tificado si no hay dos valores distintos de dicho parimetro compatibles con un mismo
conjunto & de parimetros estadisticos. Un grupo de parimetros estructurales diremos
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que estd identificado si cada uno de los parimetros del grupo estd identificado. En
particular, una ecuacién del modelo diremos que estd identificada si cada parimetro
de la ecuacién esti identificado. Obviamente, la estimacién de un parimetro del mo-
delo tendri sentido solamente en el caso de que dicho parimetro esté identificado (al
menos localmente).

En general, el problema de la identificacién de un modelo se resolveri consideran-
do las ecuaciones [8] y [10] e investigando si es posible la obtencién de los elementos
libres de las matrices B, T' y ¥ (o sea, los elementos de 8) en funcién de los elementos
de las matrices IT y Q@ (elementos de IT). Si los elementos de IT determinan a los ele-
mentos de 8, entonces el modelo estd identificado. Dado que el niimero de elementos
de IT es igual 2 (G x K + G(G + 1)/2), que es el nimero de ecuaciones implicitas
en [8] y [10], si el niimero de parimetros estructurales funcionalmente independien-
tes (elementos de 6) es 7, una condicién necesaria para que el modelo esté identificado
es la siguiente:

d=((GxK+ GG+ 1)/2)—r=0 [11]

Si el modelo esti identificado y 4 es igual (mayor) que cero, entonces diremos que el
modelo estd exactamente (sobre) identificado.

Cuando el modelo no impone «a priori» restricciones sobre la matriz’ ¥ de varian-
zas y covariznzas de los términos de perturbacidn y las restricciones sobre By I' son de
«exclusion» (elementos de By I iguales a cero), las condiciones tipicas que determinan
el estado de identificacién de cada ecuacién del modelo son las siguientes:

Condlicion de orden: una condicién necesaria para que una ecuacién concreta del
modelo esté identificada es que el niimero de variables excluidas de la ecuacion sea
igual o mayor que el nimero de ecuaciones del modelo menos una.

Condicion de rango: Denotando por A la matriz particionada siguiente:

A=[I-Bir]. [12]

una condicibn necesaria y suficiente para que una ecuacién concteta del modelo esté
identificada es que la matriz formada mediante las columnas de A que tienen valor
cero en la fila de la ecuacién considerada (o sea, aquellas columnas que corresponden
a variables excluidas de la ecuacién considerada) sea de rango G — 1 (es decir, que
pueda extraerse de dicha matriz un determinante de orden G — 1 distinto de cero).

Si una ecuacién del modelo estd identificada y verifica ademis la condicién de or-
den con igualdad (desigualdad) estricta, entonces ditemos que dicha ecuacién estd
exactamente(sobre) identificada.

Como ilustracién de dichas condiciones de rango y orden, consideremos el modelo
especificado en la figura 2 anterior. En dicho modelo, es ficil verificar (véase apartado
9.7 de este capitulo) que las dos ecuaciones verifican las condiciones de orden con
igualdad estricta. Puesto que ademis cada ecuaci6n verifica la condicion de rango (con
tal de que v,, y v,, sean distintos de cero) resulta que ambas ecuaciones del modelo
estin exactamente identificadas. En cambio, si el modelo especificase adicionalmente
un «efecto» directo de NEP sobre RA, entonces el modelo dejaria de estar identificado.
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Es importante que el lector tenga en cuenta que las condiciones de orden y rango
anunciadas anteriormente son relevantes solamente en el caso de que no haya restric-
ciones sobre ¥, y que las restricciones sobre B y I sean de «exclusién». A veces se im-
ponen «a priori» restricciones sobre ¥ resultando que modelos que no verifican las
condiciones de orden y tango enunciadas anteriormente pueden estar identificados.
Un ejemplo tipico de dicha situacion nos lo ofrecen los modelos recursivos, para los
que se puede probar que estin siempre identificados (que los MCO proporcionen esti-
maciones consistentes de los parimetros estructurales es ya una prueba de ello), inde-
pendientemente de que las diferentes ecuaciones del modelo verifiquen o no las con-
diciones de orden y rango.

Para un tratamiento mis detallado del problema de la identificacién, el lector in-
teresado puede consultar los manuales de economettia anteriormente citados. Para un
tratamiento exhaustivo del problema de la identificacién del modelo de ecuaciones es-
tructurales introducido en este capitulo véase Fisher (1966).

9.5. Estimacién

Cuando el modelo estd identificado, y la especificacién del mismo es correcta,
existe una gran variedad de métodos de estimacién que conduce a estimaciones consis-
tentes de los parimetros estructurales. Puede estimarse cada ecuacién del modelo se-
paradamente de las demis mediante uno de los denominados métodos de ecuacién
singular o #nformacion /imitada, o bien puede utilizarse uno de los métodos de esti-
macién de sistema completo, o mformacion completa, que estiman conjuntamente
todos los parimetros de las ecuaciones del modelo.

Los métodos de estimaci6én de ecuacién singular, no tienen en cuenta la intercorre-
lacién entre los términos de perturbacion de las diferentes ecuaciones del modelo y
pueden, por tanto, resultar menos eficientes que los métodos de estimacién de siste-
ma completo (que si incorporan en el proceso de estimacién la informacién relativa a
la intercorrelacién entre los términos de perturbacién). Sin embargo, los métodos de
ecuacion singular pueden resultar mis «robustos» frente a los errores de especificacién
que los métodos de sistema completo ya que, al tratar cada ecuacién por separado de
las demds, los errores de especificacion de una ecuacién «perturbans solamente las es-
timaciones de los parimetros de esta ecuacién.

El método de estimacion de ecuacién singular mis comiin es el denominado de los
minimes cuadrados bietdpicos (MC2E). La naturaleza de dicho método de estimacién
es simple: si los MCO aplicados a una ecuacién del modelo resultan inconsistentes de-
bido a la correlacién del término de perturbacién con variables endégenas explicativas
de la ecuacién, los MC2E sustituyen en la estimacién MCO dichas endégenas explicativas
por «instrumentos» incorrelacionados con el término de perturbacién. El «instrumentos
de una variable serd la combinaci6n lineal de variables exégenas del modelo que mis se
correlaciona con ella. La obtencién de los «instrumentos», por medio de la regresién
MCO de cada variable endégena explicativa sobre todas las variables exégenas del mo-
delo, constituye la primera etapa de los MC2E; mientras que, la estimacién MCO de
la ecuacién del modelo con «instrumentos» en lugar de endégenas explicativas consti-
tuye la segunda etapa de los MC2E.
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A fin de facilitar la exposicién de los método de estimacién de sistema completo
mis habituales, introduciremos el vector Z de variables del modelo dado por:

Zr = (YI' XI) ,

la matriz § de varianzas y covarianzas muestral de Z?, particionada de la forma si-

guiente:
'
S = _'?U__;__lgI{-
S S

Xy -4
I

y, finalmente, la matriz £, que denominaremos mattiz de varianzas y covarianzas po-
blacional, dada por '°:

ST S

xx
Puesto que la inferencia estadistica se efectdia condicionada a los valores observados de
las variables exgenas, la matriz S, puede considerarse fija y conocida, de manera que
la especificacion del modelo induce una funcién especifica Z = Z(8) que hace corres-
ponder a cada 6 una matriz £ de varianzas y covarianzas poblaciones.

Diferentes métodos de estimacion de sistema completo, entre ellos el que corres-
ponde a la aplicacién del principio de la mixima verosimilitud, se derivan de la mini-
mizacién de una funcion criterio F = KS, L) o medida del ajuste («discrepancia») en-
tre Sy Z. Puesto que I es funcién de 0, fijada la muestra (y, por tanto, fijada la ma-
triz §) se obtiene una funcién especifica F(8) = RS, I(6)) de 6. Definiremos la esti-
macién de 8 asociada a la funcion criterio F como aquel valor § de los pardmetros del
modelo que satisface:

s . [ns,;l' + BB | rg,]
'
'

F6) < F6) , voE O

en donde © denota el espacio de parimetros (valores posibles de 0) asociado a la espe-
cificacion del modelo. Obviamente, las cualidades de 6 como estimacién de 6 depen-
derin de la eleccién hecha de la funcién criterio F.

9 Siz(i =1, 2, .., N)representa la observacion del vector Z correspondiente al individuo #-ésimo
muestral, la matriz § vendri definida por:

S=1/(N-=-1) f; (z, - Z(z, - 2)’
=1
en donde

N
Z=1/NY .

=1

10 Véase, por cjemplo, formula [4] en Joreskog (1973).
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Expresiones tipicas de F con las siguientes:
0 Fys (S, T) = 1/2THS — Tf ,

que conduce a los denominados estimadores de minimos cuadrados no ponderados
(ULS: «Unweigthed Least Squeares»),

(ii) Fy (S, L) = 1/2THA(S — I)S-1]

que corresponde a los denominados estimadores de minimos cuadrados generalizados
(GLS: «Generalized Least Squares»), y, finalmente,

(iii) Fy (S, L) = TAZ-1S) — log| -S| — (G + K)

que es la funcidn criterio correspondiente a las estimaciones mdximo verosimiles (con
informacién completa) (ML: «Maximum Likelihoods). Los estimadores ULS y GLS vie-
nen tratados, por ejemplo, en Browne (1977) mientras que la funcién criterio de ML
viene propuesta en Joreskog (1973). Puede demostrarse que tanto los estimadores ML
como los ULS y GLS son estimadores consistentes. Sin embargo, una cualidad funda-
mental de los estimadores ML es la de que, son eficientes («6ptimos») y con disttibu-
cién normal. Un aspecto interesante de la utilizacién de F,; es que, a diferencia de las
otras funciones criterio, no requiere que § sea una matriz no singular.

La minimizacién de las funciones criterio Fy;;, Fgs y Fy,; se efectuari mediante
procedimientos iterativos de optimizacion numérica. En general, partiendo de una es-
timacién inicial &V se gcncrari una secuencia &V, ¢, §3), §4... de valores de los pa-
rametros tal que F(") < F@-"Y) hasta conseguir la convergencia. El método numéri-
co de minimizacion utilizari el vector de derivadas primeras de la funcién F) asi co-
mo una aproximacién de la matriz de derivadas segundas de dicha funcién. En el caso
de la estimacién ML la aproximaci6én utilizada de la matriz de derivadas segundas es
la mattiz de informacién que servird también para calcular los errores estindars de las
estimaciones ML (para la estimacion de la matriz de varianzas y covarianzas de los esti-
madores ULS y GLS véase Browne, 1982).

Un programa de ordenador que operativiza los métodos de estimaciéon MC2E,
ULS, GLS y ML mencionados en este apartado, en el marco de un modelo mis gene-
ral incluso que el de ecuaciones simultineas presentado en este capitulo, es el progra-
ma LISREL de Joreskog y Sorbom (1984).

9.6. Contraste Gi-cuadrado de la bondad del ajuste

Cuando el modelo esti sobreidentificado, es decir, cuando el valor & dado por
[11] es mayor que 0, la matriz £ de varianzas y covarianzas poblaciones estd sometida
a restricciones (de sobreidentificacién) que deben verificarse si la especificacion del
modelo es correcta («verdaderas). Si la estimacién se efectia utilizando el método de
la mixima verosimilitud (de sistema completo) considetado en el apartado anterior,

230



INTRODUCCION A LOS MODELOS DE CAUSALIDAD

dichas restricciones de sobreidentificacion sobre £ pueden contrastarse estadisticamen-
te, de manera que la especificacién del modelo (que implica dichas restricciones) pue-
de ser falseada. El contraste de estas restricciones de sobreidentificacion equivaldri a
un contraste de la «bondad del ajuste» del modelo especificado.

El estadistico de contraste utilizado es un estadistico de contraste de la razén e
verosimilitud, cuya hipotesis nula sostiene que I satisface las restricciones impuestas
por la especificacion del modelo, mientras que la hipdtesis mantenida sostiene, sim-
plemente, que X es una matriz definida positiva. El valor del estadistico de contraste
se obtiene multiplicando por (N — 1) el valor minimo de la funcién criterio F,,(6). Si
la hip6tesis nula es cierta (o sea, si la especificacion del modelo es «verdaderas) la dis-
tribucién asimptética (para muestra grande) de dicho estadistico de contraste en Gi-
cuadrado con grados de libertad igual al niimero 4 (dado por [11]) de restricciones de
sobreidentificacidn sobre I impuestas por la especificacion del modelo. La problemi-
tica de la utilizacién de dicho estadistico de contraste de la razén de verosimilitud en
el contexto de los modelos de ecuaciones estructurales que ahora nos ocupa viene de-
satrollada en Satorra (1983). A base de considerar la diferencia de los estadisticos Gi-
cuadrado de la bondad del ajuste correspondientes a dos modelos anidados, puede
contrastarse una gran variedad de hipétesis estructurales relativas al modelo especifica-
do.

9.7. Ilustracion

Tlustraremos la metodologia estadistica propuesta en este capitulo mediante dos
ejemplos. En el primero, que tendri caricter experimental, analizaremos una muestra
de datos «artificiales» generada asignando valores concretos a los parimetros del mode-
lo educacional considerado anteriormente en la figura 2. En el segundo ejemplo, si-
tuado en el contexto de una investigacién empirica actualmente en curso, se efectuard
la estimacidn y contraste, utilizando datos empiricos, de un modelo de fertilidad o de
cohort analysis.

Hustracion con muestra arficial

Un estudio en el dmbito educacional que intente evaluar la incidencia reciproca
que tienen entre si variables como las «aspiraciones educacionales» (AE) y el «rendi-
miento académico» (RA) referidas a los individuos de una determinada poblacién es-
tudiantil (por ejemplo, la poblacién de alumnos de 3.* curso de B.U.P.), puede con-
ducir a la especificacion de un modelo como el presentado anteriormente en la figura
21, Considerando valores concretos para los parimetros de dicho modelo, concreta-
mente los valores presentados en la figura 3, se ha «simulado» una muestra de
N = 200 observaciones de las variables del modelo RA, AE, I y NEP. Para la genera-
cién de dichas observaciones, las realizaciones de U, y U, se han obtenido de dis-
tribuciones normales (como corresponde a los supuestos estadisticos habituales) in-

11 Por ejemplo, dicho modelo es una versién simplificada de Land (1971).
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dependientes, mientras que las realizaciones de las variables exdgenas I y NEP se han
obtenido de sendas distribuciones uniformes (siendo, ahora, esta eleccién distribucio-
nal completamente arbitraria). La matriz § de varianzas y covarianzas muestra mues-
tral calculada a partir de la muestra «artificial» resultante se presenta en la tabla 1.

U,

/

/ ¥y, = 0.0

FIGURA 3. Diagrama path del modelo educacional y valores «verdaderos» de los parimetros
utilizados en la generacién de la muestra arificial.

TABLA 1. Matriz de varianzas y covarianzas muestral correspondiente a la muestra <artificials.

R& Ak I NeP
kA betol
AL 0543 9.000
1 24445 1.01v 2.799
WP 1,060 241170 ~0.179 3.283

En base a la «informacién muestral» contenida en dicha matriz § de varianzas y co-
varianzas, y utilizando la metodologia propuesta en este capitulo, intentaremos repro-
ducir las caracteristicas «poblacionales» (valotes «verdaderos») de los parimettos del
modelo.

Como etapa previa a cualquier anilisis estadistico inferencial, consideraremos la
expresién analitica del modelo e investigaremos el estado de identificacién del mismo.

Las ecuaciones del modelo, que corresponden al diagrama pazh presentado en la
figura 2, son las siguientes:

RA

B AE + vl + U,

[13]
AE

B8,RA + 4,,NEP + U,
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y la matrices, B, I" y ¥ de coeficientes del modelo, bajo las correspondientes restric-
ciones a priori, seran:

0 By, Tu 0

B 0 0 Y22

b 4

12

¥ ¥

21 22

en donde ¥,, = ¥,,. Por tanto, el conjunto 6 de parimetros del modelo, o coeficien-
tes «libres» de las matrices B, ' y ¥, serd el vector de parimetros siguiente:

0 = (B Bas Yur» Y220 Yo ¥, ‘I'zz)

Dado que el modelo no impone a priori restricciones sobre la matriz ¥ de varian-
zas y covarianzas de los términos de perturbacién del modelo, y que las restricciones
sobre B, T' y ¥ son de «exclusién», el problema de la identificacién del modelo se re-
solverd averiguando si cada ecuacién del modelo satisface la condicién de rango (y la
de orden). La matriz A cotrespondiente en este caso seri la siguiente:

1 - Blz :
A= |
—le 1 I

Tn 0

0 Y22

Puesto que el rango de la matriz [0 Y] es igual a 1 (con tal de que v,, # 0), la
primera ecuacién del modelo estd identificada y, ademis, dado que la condicién de
orden se verifica con igualdad estricta, dicha ecuacién estard exactamente identificada.
De la misma manera concluiriamos que la segunda ecuacién esti también exactamen-
te identificada. Por tanto, el modelo esti exactamente identificado y tiene sentido el
intentar «<tecuperar» los valores everdaderos» de los parimetros a partir de la informa-
cién muestrals.

Si el investigador ignorase la problemaitica de la interdependencia entre las ecuacio-
nes planteadas en [12] estimaria, seguramente, los parimetros del modelo aplicando
MCO por separado en cada ecuacién. Dicho procedimiento de estimacién, aplicado a
la muestra <artificial» mencionada anteriormente, conduce a los resultados que pre-
sentamos en la tabla 2.

Puede observarse en dicha tabla 2 que las estimaciones MCO de los parimetros es-
tructurales del modelo obtenidas difieren sustancialmente de los valores «verdaderos»
de los mismos. Se observa, por ejemplo, que la estimacién correspondiente al «efecto
directo» de RA (Y)) sobre AE (Y,) es .95, un valor mayor que la estimacién cortespon-
diente al «efecto directo» de AE sobre RA (.65), contrariamente a lo que puede obset-
varse en la figura 2 entre los valores verdaderos de dichos «efectoss.

En cambio, si aplicamos uno cualquiera de los métodos de estimacién de ecuacio-
nes simultineas, propuestos en este capitulo, observaremos resultados mucho mas sa-
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TABLA 2. Resultados de la estimacion MCO de las dos ecuaciones del modelo educacional
(output de BMDP).

KEGRe>>fuw TITLE 1Y - ~
ESTIAALIUY ACu DE LA PhIMERA ECUACIUN 3 faz2 » Y21

DEPENDENT VARIAGLEe o o o o o o o = o o o o o o 1v1
MULTiPLE « 0.9503 5Tu. ERKUR UF E5T. 0.7931
MULTIPLE K-SQUARE 0.9031
STD. REG
VARL abLE COEFrIC LeNT sTu. ERRUR CuEFF I P2 TAIL)
v2 2 O.0540c B12 0.01915 0.773 34,212 0.0
X1 3 .0.63501?,l 0.03432 0.413 18.502 0.0

REGRE>s Ul VIFLE IS - s
ESTIAALCLUN ALU DE LA StoJdlivn Ceuatica 8 B21 s Y22

DEPENUCNT VARIADLE. o o o o o o a o o o o o o o 2 Y2

TULEKANLE o o « = o © o =« « © o« s« o« s s « o « o 0.0100
MULTIPLE & Q.0024 »TDe CRRUR UF EaT, le4l55
MULTIPLE R=SUAKE 0.77186 !

STD. KEe
VAKLAULE CUEFFICIENT o 31U. ERRUK CUCcFF T P2 TAsLL)
Bz1

¥l 1 Cednal0 2 0.0405%0 C.809 23.537 0.0
x2 4 Uesou2ul Y22 0.05090 0.213 ©e202 0.0000

tisfactorios. La tabla 3 presenta las estimaciones MC2E y ML de los pardmetros estruc-
turales del modelo. Puede observarse que en este caso los dos métodos de estimacién
conducen a estimaciones idénticas, siendo ello debido a que las dos ecuaciones del mo-
delo estin exactamente identificadas. Cabe seifialar que los errores estindars presenta-
dos en la tabla 3 corresponden solamente a las estimaciones ML y que (como es habi-
tual en el programa LISREL) las estimaciones MC2E han sido utilizadas como valores
iniciales del proceso iterativo que conduce a las estimaciones ML.

Por otra parte, la tabla 4 muestra la ejecucién de las dos etapas de fos MC2E. En
dicha tabla pueden obsetvarse los outputs de BMDP cortespondientes a la estima-
ci6n MCO de las regresiones siguientes:

Primera etapa MC2E : Regtesion de Y, sobre X, y X,
Regresion de Y, sobre X, y X,

Segunda etapa MC2E:  Regresion de Y, sobre Y, y X,
Regresion de Y, sobre Y, y X,

siendo respectivamente Y ,(IY,, en el ouzput) y Y (IY,) los ajustes de Y, e Y, obtenidas
en la primera etapa de los MC2E. Conviene obscrvar, no obstante, que los errores es-

tindars de las estimaciones MCO de la segunda etapa no coinciden con los errores es-
tindars MC2E.
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TaBLA 3. Estimaciones MC2E y ML de los parimetros del modelo educacional obtenidas me-
diante LISREL. Nétese que las dos estimaciones coinciden (y coinciden también con las estima-
ciones ULS y GLS).

A ESTLAALIONLS MLZ2L:

GETA
BA_____  ME_____g
RA 0.0 8 0e544°12
AE 0.494%2 0.0
GAMHA
Ioo 5 NLE_____
KA 0.0757} 0.0 2
AE 0.0 0.514722
Pyl
Ka AL
RA 0.730
AE 0. 3806 3.525

b) ESTIMACIUNES ML

SETA
[ V- R — AL _____ 2
RA 0.0 » 0.544B12
AE 0.45%4B21 0.0
GA4MA
) S YyabEB
RA 0.575"'Y 5.0 -
AcE 0.0 0.514Y22
PSi
K4 . Ak
RA 0.730
AE 0.386 3,525

MLASURES UF GUUINESS UF FIT FUR THE WHULE MUUEL 3

Ciil-SJUAKE wiITH O DEGREES OF FRLEDUM IS 0,00 (PRUBe LEVEL = 1.000)

L) ERKUKES ESTAwDARS Db LAS ESTIMACIUNES ML

STANUARU EKKURS

BETA
84 ak

RA 0.0 0.049
AE 0.089 0.0

wAMMA
RA I NEP

0,041 0,0
AE 0.0 0,079
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TABLA 4. Resultados de las estimaciones MCO cotrespondientes a la ejecucion de las dos etapas
MCZE en la estimacién del modelo educacional (ozzpx¢ de BMD).

. REGRESSION TITLE IS
PRIMERA ETAPA MC2E: UBTENCIUN INSTRUMENTO {(IYl) DE vl

DEPENDENT. VARIABLEs ¢ o @ o ¢ ¢ ¢ o o o o o o o Lyl
MULTIPLE R 0.6328 STO. ERROR OF EST. la9732
MULTIPLE R-SQUARE 0.4004 .

VARJABLE COEFFICIENT STD. ERRUR COEFF T P42 Tall)
X1 3 0s09719 0.08375 0.591 10.713 0«0
X2 4 0.37173 0.07753 0.203 4,807 040000

REGRESSIUN TITLE IS
PKIMEKA ETAPA MC2ESOUBTENCIUN INSTRUMENTO (1YZ2) DE v2

DEPENDENT VAHABLE. e 9 @ @ e o T o e o o e o o 2 YZ
MULTIPLE R 0.4592 STD. ERROR UF ESTe 256720
MULTIPLE R-SQUARE 0.2109

VARIABLE COEFFICIENT STD. ERROR GUEFF T A2 TAL)
Xl 3 0.40790 0.11346 0.227 3.59% 0.0006
X2 4 0.,68333 0.10474 Oe4l3 66524 0+0000

REGRESSION ‘TITLE IS
SEGUNDA ETAPA MU2E PARA LA PRIMERA ECUACION

DEPENDENT VARIABLEe o o o o o o o o o o o o o o v
NULTIPLE R 0.6328 STO. ERRUR OF EST. L.9732
MULTIPLE R=SQUARE 0.4004

VAR] ABLE COEFFICIENT‘ STO. ERRUK LUEFF T Al2 TALLY
X1 3 0.67530f%%  0.0v321 0.444 7.265  0.0000
1v2 6 0,5439783, 0.11317 0.295 4.807  0.0000

-REGRESSION TITLE IS
SEGUNDA ETAPA MC2E PARA LA SEGUNUA ECUALIUN
e e e e g

DEPENDENT VARIABLEe « o o ¢ 5 o o o o o o o o o B X 7
MULTIPLE R 0.4592 STO. ERRUR OF ESTe 2.672¢
MULTIPLE R=-SQUARE 0.2109

VARIABLE COEFFICIENT  5TD. ERKUR CUEFF T P2 TALL)
x2 " 0.5143282% o.11226 0,311 €.562  0.0000
in [ 0.454648,, 0.12644 0e2¢4 3.59%  0.0004
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Puesto que el modelo esti exactamente identificado (nétese que, atendiendo a
(11}, = ((2 x 2 + 1/2(3 x 2)) — 7 = 0) no existen restricciones de sobreidenti-
ficacién para contrastar. Ello se refleja en el hecho que, en la estimacién ML, el esta-
distico Gi-cuadrado de la bondad del ajuste tiene 0 grados de libertad y un valor
igual a cero. _

En el supuesto que el investigador especificase incorrelacion entre los términos de
perturbacion U, y U, (especificacion que, en nuestro ejemplo, sabemos que es cierta)
entonces el modelo especificado seria sobreidentificado con una restriccién de sobrei-
dentificacién. La estimacién ML de dicho modelo sobreidentificado se presenta en la
tabla 5.

TABLA 5. Estimaciones ML de los parimetros del modelo educacional sobreidentificado (matriz
PSI diagonal).

ESTIMACIONES ML

MOQELDQ DE ASPIRACIGNES EDUCACIONALES: PSI DIAGONAL

LISREL ESTIMATES (MAXIMUM LIKELIHUUD)

BETA
BA AE o
RA 0.0 .. 0.002812
AE 0.494 0.0
GAMHA
L o NER "
RA 0.654 1M 0.0 v,,
AE 0.0 0.502
P31
BAeo. AE -
RA 0,649
AE 0.0 3.293

MEASURES OF GOOONESS OF FIY FOR THE WHOLE MODEQ 1
CHI=SQUAKE WiTH 1 DEGKEES UF FKELOUM 1S 2416 (PROB. LEWL

En dicha tabla se observa también el valor del estadistico Gi-cuadrado de la «bondad
del ajuste» que, para un grado de libertad, es igual a 2.16. El nivel de probabilidad
correspondiente es .141, valor que es superior a los niveles de significacion habituales
¥y, pot tanto, cabe «aceptar» la restriccion de sobreidentificacion (o el modelo sobre-
identificado). Por otra parte, cabe sefialar que la incorporacién en la especificacion del
modelo de una restriccién «cierta» conduce a que la estimacién de los parimetros res-
tantes sea mis eficiente. Ello queda reflejado en el descenso de la magnitud del error
estindar cuando, para un mismo parimetro, pasamos de la tabla 3 a la tabla 5.
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Cuando en el modelo presentado en la figura 2 especificamos incorrelacién entre
los términos de perturbacién (matriz PSI diagonal) e incluimos un «efecto directo» de
NEP sobre RA se obtiene un modelo exactarhente identificado. Ello es consecuencia
de que las ecuaciones [8] y [10] permiten la obtencién de los parimetros «libres» del
modelo en funcién de los elementos de I1, y de que el valor de &, en dicho caso, es
igual a 0. La estimacién ML de dicho modelo viene presentada en la tabla 6.

TaBLA 6. Estimacién ML y valores «t» del modelo educacional con PSI diagonal e inclusién de
un efecto directo de NEP sobre RA.

A) ESTIMACIONES ML

MOOELU UE ASPIKACIUNE> EDJLACIUNALES: PSI UIAGUNAL Y GAl1,2) NU CERO

LISREL ESTIMATES (MAXIMUM LIKELIHLOUD)

BETA
Ba AE a
RA 0.0 E 0.623P12
AE 0.45473% 0.0
wAd4A
1 ®  NEP :
RA 0.643 Y3} -0,054112
AE 0.0 O0.%14Y22
PS1
Ba. AE
RA 0.624
At 0.0 34525
MEASUKLS UF GUUUNLSS UF FIT Fuk THE Wrult HUDEL 3
CHI-SQUARE WITH O VDEGKEES OF FREEuOM IS 0.00 (PRUBe LEVEL » 1,000)

B) VALOR «t>» PARA CADA PARAMETRO ESTIMACO (COCIENTE
ENTRE LA ESTIMACION PUNTUAL Y EL ERROR ESTANDAR)

V-VALUES
BETA
[V VS V S —
RA 0.0 234345
AE 5.091 0.0
wAMMA
L NER
RA 18.169 -1.487
AE 0.0 T
PSi
'V — &b
RA 9.409
AE 0.0 5.408
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Como era de esperar, a juzgar por el valor «t» correspondiente (cociente entre la esti-
macién puntual y el error estindar), dicho «efecto» de NEP sobre RA no es significati-
vo.

Hustracion con datos empiricos

Con objeto de investigar las «causas» del declive en fertilidad (nimero de hijos) de
las parejas observado en Holanda en afios recientes, el Netherland Central Bureau of
Statistics realiz6 una encuesta en la que fueron entrevistadas 4.221 parejas (véase,
Netherland Survey on Fertility and Parenthood Motivation, 1975). Con referencia a
los datos de dicha encuesta, y dentro de una investigacién actualmente en curso (véase
Stronkhorst y Satorra, 1984), se consideran las siguientes variables:

PLAN: Nimero de hijos planeados inicialmente por la pareja.

NACI: Namero de hijos nacidos hasta el momento de la entrevista.

ADICI: Nimero de hijos adicionales que la pareja espera tener.

SATMAX: Namero ideal de hijos que conducirian a satisfaccién mixima en la pa-
reja (opinién subjetiva de la pareja).

DUMATR: Tiempo de duracién del matrimonio hasta el momento de la entrevis-
ta.

EDAD: Edad de la mujer al inicio de la pareja.

ACFAMI: Indicador de actitud de la pareja ante el hecho familiar (valores bajos
= actitud negativa, valores altos = actitud positiva).

RELIG: Frecuencia de asistencia de la pateja a actos religiosos.

TRAB: Nimero de meses que la mujer ha dedicado a un trabajo remunerado fue-
ra del hogar.

En base a dichas variables se especifica un modelo de ecuaciones simultineas en el
que PLAN, NACI y ADICI son las variables endégenas y SATMAX, DUMATR,
EDAD, RELIG y TRAB la variables exdgenas. La consideracidn teérica de las interrela-
ciones entre variables conduce a la especificacion (tentativa) presentada en el diagrama
path de la figura 4.

Dicha especificacién queda caracterizada también mediante la correspondiente matriz
A presentada en la tabla 7.

TABLA 7. Matriz A correspondiente a la especificacion del modelo de fertilidad considerado.

Y, Y, Y, X, X, X, X, X, X,
Y, 1 0 0 Tu 0 Y13 Y14 Yis 0
Y, Bx 1 0 0 Y22 Y23 Y4 0. Y26
Y, By B2 1 0 T V33 T4 0 0
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Dado que el modelo no impone restricciones sobre la matriz ¥ de varianzas y co-
varianzas de los términos de perturbacion de las ecuaciones, el problema de la identi-
ficacién lo resolveremos investigando si se verifican o no las condiciones de rango y or-
den. De la matriz A presentada en la tabla 7 se desprende ficilmente que cada ecua-
cién verifica la condicién de rango y, por tanto, que el modelo estd identificado. Por
ejemplo, para la tercera ecuacién, la comprobacién de la condicién de rango conduce
a comprobar que de la matriz siguiente:

0 Tu Y15
0 0 0
1 0 0

se puede extraer un determinante de orden 2 distinto de cero. Ello seri asi con tal de
que uno de los coeficientes v, y 7, sea distinto de cero.

Considerando una submuestra de 1.741'? individuos (parejas) se ha obtenido la
matriz de varianzas y covarianzas muestral que presentamos en la tabla 8!3. 14,

TABLA 8. Matriz de varianzas y covarianzas muestral de las variables del modelo de fertilidad
(tamafio de la muestra N = 1.741).

CUVARIANCE MATRIX TO BE ANALYZED

PLAN 1.19

nALl 0.358 0.997

ADICH 0.110 ~0.508 0. 800

SATHAK 0.487 0.132 8.244 1.160

SUMAIR 0.515 1.862 =1.750 ~0.035 9.839

€DADMU -0.381 ~0.425 ~0.470 0.147 1.127 16.553

ACFANT 0.166 0.287 -0.093 0.09¢ 0.377 -0.287 1.106

RELIG 0.389 Q.168 94401 0. 606 0.482 1.278 f.362 24343

TRABA -0.219 -0.533 0,179 -0.189 0.503 0.907 -0.411 -0.122 3.757

Las estimaciones MC23, ULS y ML obtenidas mediante LISREL a partir de dicha ma-
triz de varianzas y covarianzas muestral vienen presentadas en la tabla 9.

12 Utilizamos aqui una submuestra con fines eexploratorioss. El resto de la muestra se reserva para un
anilisis «confirmatorio» posterior.

13 Los datos aqui utilizados han sido cedidos por el Netherland Central Bureau of Statistics.

" Los puntos de vista expresados en este capitulo son los de los autores y no coinciden necesatiamente
con los del Central Bureau of Statistics o ninguna otra institucién.
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TaBLA 9. Estimaciones MC2E, ULS y ML de los parimetros del modelo de fertilidad especifica-
do en la figura 5.

A) ESTIMACIONES MCZE

INITIAL ESTIMATLS (T5LS)

PLAN
NALI
AVICI

PLAN
NACI
AVICI

PLAN
NACI
ADICI

MOCELO JE FERTILIDALS

BETA

BLAN
o.o
0.206
0.711

GAMMA

QAIHAX__
0.374
0.0
0.0

0.943
-0.038
=-0.944

NACL. ___
0.0
0.0

-0 756

QUMAIR __
0.0
0.184

-0.070

bBasd o

0.476
0.135

aDILl
0.
0.
0.

QlDCl

EvaoMdu__
-0.034
-0.024
-0.026

apicI___

0.592

0.009
0.100
0.019

8
0.109
o.o
0.0

B) ESTIMACIONES MAXIMO VEROSIMILES (ML)

DATUS ENCUEDTA NCDLS

LISREL ESTIMATES (MAXIMUM LIKLL1HLUD)

PLAN
NACI
ADICE

PLAN
NACL
ADICI

PLAN
NACI
ADICI

BETA

0.0
0.204
0,685

whlnAX__
0,371
0.0
0.0

PSSl

0.943
-0.037
=0.450

saLl.___
0.0

0.0
~0.0649

QudALk__
0.0
0.1487

-0.064

nacl

0e4l>
0,064

ADiCI___
O.

0
0.0
]

-0.034
~0.024
-0.025

ARlLl_ .

0.572

ALEASL
0.008
0.099

=0.004

0.113
0.0
0.0

SWUARED MULTIPLE COKKLLATIONS FUR STRJULTURAL EQUATIONS

BLAN ___

0.209

TUTAL CUCHFICLIENT UF OETEKMINATIUN FUR STRUCTURAL EQUATIONS

NaCl
0.507

ADiCI___
04307

MEASURES UF GULULULNLSY UF FIT FUR THE wWHULE MUDEL 3

CHI=SUUARL wlTH
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RUOT MEAN SWUARL RESIUUVAL IS

4 DEGKRELES UF

FREEUUM IS

-0.138
0.0

0.0
-0.139
0.0

1S Q¢

53.98 (PROJ. LEVEL = 0.0 )
GUUUNESS UF FIT INUVEX IS 0.993
ADJUSTED GUUDHESS UF FIT INDEX IS 0.3924
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MODELO OE FERTILIDAUL:

LISKREL

PLAN
NACI
ADICI

PLAN
NACI
ADICI

SATMAX
DUMATR
EVADMU
ACFAN1
RELIG
TRABA

PLAN
NACI
ADICI

SETA

PLAN____
0.0
0.197
0.7lo

GAMAA

SaTMaX__
0.320
0.0
0.0

PHI

SalMax__
1.180

-0.035
0.147
0.09%
0.400

=0.109

PSl

eLah____
0.921
0.050
-0.501

INTRODUCCION A LOS MODELOS DE CAUSALIDAD

TaBLA 9 (Continuacién)

C) ESTIMACIONES ULS

oyl ____
0.0
0.0
-0.000

UJAALS__
0.0
0.135

-0.063

DudAIK._

9.039
1.127
0.377
Ce4b2
0.>503

GAul____

0. 440
0.009

DATUS ENCUESTA NubS

aplel___
0.0
0.0
0.0

Evaudu__
-0.050
-0.026
-0.020

Evaudd__

16.553
-0.287
l.278
0.907

Aplel___

0.630

SWJARED MULTIPLE CURRELATIUNS FUR

eLab____
0.227

TOTAL CUEFFICIENT UF DETERMINATIUN FOR STRUCTURAL EWUATIUNS IS

MEASURE> OF GUUDMESS UF Fli FOR THE wHULE MLDEL 3

L7199 G-
0.553

ARICI___
0.2380

ESVIAATES (UNWELLATED LEAST 3SWJUARES)

ACEAMI__
0.190
0.067

-0.110

ALEAMI__

l.186
0.362
-0.411

BELIG___
0.121
0.0
g.0

BELIu_ __

20343
-0.122

STRULTURAL EQUATIONS

GuUDNESS UF FIT INDEX IS 0.999

ANJISTEG wOUINESS JF FIT INUEX IS 0.939

KJuT

NEAN Sduanl KES{DJAL IS

0.009

IRARBA __
0

- =0.145
0.0

IBRABA___

3.757

Atendiendo a la estimacién ML, la consideracién de la significacién individual de los
parimetros conduce a los cocientes entre estimaciones y etrores estindars (valores «t»)
que presentamos en la tabla 10.
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TaBLA 10. Valores «t» asociados a las estimaciones ML de los parimetros del modelo de fertili-
dad.

MUDELU DE FERTILIVAD: DATOS ENCUESTA NLHS

T-VALUES
BETA
BLAN ___ bALL anlcl___
PLAN 0.0 0.0 0.0
NaLl 5.733 0.0 0.0
ADIC 164625 -11.786 0.0
GAMMA
SAIdAK_ [VIVLLY:Y ¢ EoauMu__ ALEANL __  wELAG IRbga___
PLAN 17.760 0.0 -5.783 3,104 80387 0.0
NACI 0.0 34.858 -5.824 64095 0.0 -15.772
ADICI 0.0 -5.920 -5.156 -0.217 0.0 0.0
PSl
BLAN___. daCl____ AulCI __
#LAN 294445
NACI -1.001 29.050
ADICI -10.625 2.49% 13.748

Cuando un parimetro estimado («efecto directos) es igual a cero, el valor «t» corres-
pondiente tiene, aproximadamente, distribucién normal estindar, de manera que, a
partir de dicha tabla 10, cabe observar la significacion de los distintos «efectos» especi-
ficados por el modelo. Los valores estandatizados de los parimetros correspondientes a
aquellos efectos altamente significativos (valores «t» superiores a 3) se presentan en la
figura 5.

Referente al contraste Gi-cuadrado de las restricciones de sobreidentificacion im-
plicadas por el modelo, conviene alertar al lector sobre el valor del estadistico de con-
traste observado. Dicho valor, que viene representado en la tabla 10, es 53.98, y con
respecto a 4 grados de libertad (4 restricciones de sobreidentificacién) es altamente
significativo (nivel de probabilidad 0.00). Por tanto, un constraste al nivel de signifi-
cacién habitual (.05 6 .01), rechazaria la hipétesis de que las restricciones de sobrei-
dentificacién implicadas por el modelo son cortectas; o sea, rechazariamos la hipdtesis
de que el modelo especificado es correcto. Nos llevatia fuera de los limites de este ca-
pitulo la resolucién, aqui, de este conflicto entre los «datos» y la especificacién del
modelo («teorias) suscitado a raiz de la observacion del estadistico de contraste Gi-
cuadrado. El lector interesado en esta problemitica puede consultar, con respecto a es-
te modelo de fertilidad concreto, Stronkhorst y Satorra (1984) o, referente a la proble-
mitica general de utilizacién del contraste de la razén de verosimilitud, Saris, den
Ronden y Satorra (1984).
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9.8 Conclusion

En este capitulo se han introducido los métodos estadistico adecuados para el ani-
lisis de los modelos de causalidad en el contexto de la investigacién empirica en las
ciencias sociales. Un ejemplo con datos «artificialess y otro con datos empiricos han
ilustrado la metodologia propuesta.

Antes de concluir el capitulo, queremos sefialar, sin embargo, algunas limitaciones
de las técnicas propuestas. Quizi la limitacién mas fundamental es la que proviene de
uno de los supuestos asumidos al empezar el capitulo; concretamente, del supuesto
segiin el cual las variables «tedricas» y relevantes en el modelo son directamente obset-
vables u observables sin error. Muchas veces, el investigador estari interesado en in- -
cluir en el modelo variables que, siendo conceptualmente bien definidas, no se corres-
ponden con ninguna caractetistica medible (observable) de los individuos. Afortuna-
damente en la actualidad existen métodos adecuados para hacer frente a estas compli-
caciones. Precisamente, dicha problemitica del error de medida, o de la naturaleza no
observable de las variables teéricas, es la que vendri tratada en el ptéximo capitulo.

Otra de las limitaciones del tratamiento dado en este capitulo es la que proviene
del supuesto relativo a la naturaleza interval de las variables manejadas. A menudo,
en estudios empiticos en las ciencias sociales, las variables son de escala ordinal siendo
necesario en dicho caso introducir modificaciones en los procedimientos de estimacién
propuestos. Finalmente, no queremos dejar de mencionar las limitaciones inherentes
a los supuestos (a) de normalidad de los términos de perturbacién y (b) linealidad de
los «efectos» entre variables. La violacién de estos supuestos puede implicar también’
que las distribuciones de los estadisticos utilizados difieran sensiblemente de sus dis-
tribuciones tebricas.

Por iltimo, cabe decir que el lector interesado puede completar la presente intro-
duccién a los modelos de causalidad con referencias en el 4mbito de la Sociologia co-
mo las de Blalock (1964), Duncan (1975), Asher (1976), Hanushek y Jackson (1977),
Bagozzi (1983) y Saris y Stronkhorst (1984). Un overview del tratamiento economé-
trico dado a los modelos de ecuaciones estructurales puede encontrarse en Hausman
(1983).
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10. Tres enfoques diferentes para resolver el problema del error aleatorio
de medida en los modelos de ecuaciones lineales estructurales”

pot Willem E. Saris
Traduccién: Juan Javier Sinchez Carrion

10.1. Introduccion

En general, las variables que aparecen en la teoria de las ciencias sociales son no-
observables o solamente obsetvables con error. Esto significa que hay una diferencia
entre las variables tebricas y las variables observadas.

Si representamos las varaibles tedricas por 1, las variables observadas por y; y el error
de medida por ¢, la forma mis simple de la relacion entre estas variables queda repre-
sentada en la ecuaci6n [1].

yi=m +e (1]

Se ha hecho el supuesto, sin pérdida de generalidad, de que todas las variables estin
exptesadas en desviaciones de sus medias, lo que lleva al resultado de que las medias de
estas variables a las que se les ha cambiado de escala son igual a cero

E(y) = 0;E(n) = 0,Ee) =0 (2]

También se hace el supuesto de que los errores de medida no estin relacionados con
las variables teéricas ni tampoco estin relacionados entre si, o que

E(n,e)
E(e:ej)

0 paratodos i f 3]

0 paratodoss # [4]

En la ecuacién [1] las variables no observadas se expresan en la misma escala que las
variables observadas, dado que el coeficiente de rescalonamiento que elegimos es igual a
uno. Esta es una de las posibilidades para evitar la indeterminacién de la unidad de la
escala de las variables tedricas no observadas.

En el anilisis de caminos! se utiliza la ecuacién [5] para describir la misma relacién:

Yi= N+ ¢, [5]

* El autor agradece a G. Mallenbergh sus ttiles comentarios 2 una versién previa de este articulo.
! Véase, por cjemplo, Costner (1969) o Blalock (1969).
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con los supuestos [2], [3], [4] mis el [6] que afirma que la varianza de las variables no
observadas es uno, es decir, se supone que las variables estin estandarizadas.

E) = 1 [6]

Esta es otra forma de evitar la misma indeterminacién de la unidad de la escala de las
variables no observadas.

Ambas formulaciones se han utilizado en la teotia clisica del test?. Aunque las dos
formas tienen sus ventajas haremos uso de la forma de la ecuacién [1] con los supuestos
(2], [3], [4] por razones que resultarin claras después. ’

.’__\
@ 2 @
1 l
|
v
! [Y2]
e éz

FiGUrA 1. Modelo parh para el modelo de medida de dos variables teéricas con una observacién
por variable.

En el caso de dos variables tedricas, para las que se ha hecho upa observacion, el mo-
delo tiene una forma semejante al que aparece en la figura 1.

Si indicamos las varianzas y covarianzas entre las variables observadas mediante o,
las varianzas y covarianzas de las variables tedricas mediante ¢, y las varianzas y covarian-
zas de los términos de error por 8, entonces las varianzas y covarianzas de las variables
observadas se pueden expresar con los parimetros del modelo

oy = Em + e)n +¢)=0¢, +60,,
0 = Em, + &)n, + &) = ¢, + 0, (7]

0 = Em, + &)m, + ¢) = ¢,

2 Véase, por cjemplo, Lord y Novick (1968) o Joreskog (1971).
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TRES ENFOQUES DIFERENTES PARA RESOLVER EL PROBLEMA DEL ERROR ALEATORIO DE MEDIDA

donde hemos dejado fuera algunos elementos de acuerdo con los supuestos que hicimos
bajo [3] y [4].

Segiin [7] esta claro que las varianzas de las variables observadas no son las mismas
que las varianzas de las variables tebricas.

Tal como podia esperarse, la diferencia surge debido a los términos de error. Pero es-
to significa que el uso de variables observadas en lugar de variables te6ricas para estimar
la correlacion o la regresion entre las variables tedricas lleva a estimaciones sesgadas e
inconsistentes>. Por lo tanto, hay que introducir alguna correccion para el error de medi-
da. Sin embargo esta cotreccidn sblo es posible si se conocen las varianzas de los términos
de error. Segiin las tres ecuaciones de [7] esta claro que no se pueden deducir estas va-
rianzas —incluso aunque se conocieran perfectamente las varianzas y covartianzas de las
variables observadas—, dado que sblo hay tres ecuaciones y tenemos que estimar cinco
parametros. Esto significa que hay un problema de identificacion.

En la literatura se han mencionado tres enfoques diferentes para estimar la varianza
del error de medida.

1) introduccién de los indicadores miltiples,
2) replicacion de la misma observacion
3) replicacién con indicadores miiltiples.

Los mismos enfoques también se pueden utilizar para estimar las varianzas y cova-
rianzas de las variables tebricas.

A continuacion vamos a discutir los tres enfoques. Para ello introduciremos algunos
modelos que se utilizan en psicologia para especificar el etror de medida aleatorio de los
modelos (Lord y Novick, 1968; Joreskog, 1970, 1971, 1974; Joreskog y Sorbon, 1977).
Discutiremos la estimacién y la verificacién de los modelos ofreciendo un ejemplo.

10.2. Indicadores multiples

El primer enfoque consiste en la introduccién de mas de una variable observada pa-
ra cada variable tedrica. Estos indicadores multiples para cada variable se pueden elegir
de diferentes formas. Se puede hacer una distincién entre indicadores paralelos, 7-
equivalentes y congenéricos (Joreskog, 1971, 1975; Werts, Joreskog, Linn, 1972; Van de
Kemp, Mallenbergh, 1976).

Si dos indicadores representan la misma variable tebrica, se expresan en la misma
unidad de medida y las varianzas de los errores son las mismas, en ese caso decimos que
los indicadores son «paraleloss.

Tales indicadores se pueden formular mediante redacciones diferentes de la misma
pregunta o test, o dividiendo aleatoriamente los items en diferentes tests.

En tales casos se puede formular el siguiente modelo de medida:

=1+ ¢

(8]

Y =1 + &
3 Véase, por ejemplo, Johnston (1963) o Godberger (1973).
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donde
0:11 = oezz

y los supuestos [2], [3] y [4]-

Si dos indicadores representan las mismas variables tebricas, se expresan en la misma
unidad de medida, pero los errores de medida no tienen las mismas varianzas, estos in-
dicadores se llaman 7-equivalentes.

Un ejemplo de tales indicadores podrian ser dos tests de aritmética de iguales longi-
tudes, de los cuales uno se ha construido con mis cuidado que el otro. Ambos vendrin
expresados en la misma unidad pero las varianzas de sus errores serin diferentes. En el
caso de indicadores 7-equivalentes el modelo es semejante al descrito en [8], pero sin
que las varianzas de los errores sean iguales.

Si dos indicadores representan la misma variable tebrica, pero no se expresan en la
misma unidad de medida ni tienen iguales las varianzas de los errores, estos indicadores
se llaman «congenéricos»*.

Un ejemplo de tales indicadores son los utilizados para medir el estatus socio-
econdmico; esto es, los ingresos, los estudios y la ocupacién. Cada uno de estos indica-
dores se expresa en diferentes unidades de medida y la varianza del error también serd
diferente en los tres indicadores. En tales casos no esti claro en qué unidades se debetia
de expresar la variable tedrica. Como consecuencia, la variable tedrica generalmente se
normaliza. Por razones que setin evidentes mis adelante elegimos expresar la variable
tedrica en las unidades de medida de uno de los indicadores. Esto significa que hay que
introducir en la ecuacién una constante de rescalonamiento para los otros indicadores.
Indicaremos esta constante mediante A. En este caso, limitindonos de nuevo a dos indi-
cadores, el modelo es como sigue:

Y2 =M + ¢ Bl

A partir de estas definiciones queda claro que el modelo para los instrumentos 7-
equivalentes y paralelos es un caso especifico del modelo para indicadores congenéricos.
En el caso de indicadores 7-equivalentes el valor de X = 1y en el caso de medidas para-
lelash = 1y86,, = 6,,.

Volviendo de nuevo a nuestro problema original, relativo a la estimacién de las
matrices de varianza-covarianza de las variables teéricas, la figura 2 representa un mode-
lo con dos variables tedricas y dos conjunto de indicadores congenéricos.

Este modelo se puede formular mediante las ecuaciones siguientes:

h=m + ¢
Y= N+ o6
s =M + & [10]

Yo = N, + &

] 4 Con esta formulacién utilizamos la misma notacién que Werts, Joreskog y Linn (1972). En otras publica-
ciones sc utiliza la ecuacién [5], lo que lleva a formas equivalentes pero con una notacién diferente.
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TRES ENFOQUES DIFERENTES PARA RESOLVER EL PROBLEMA DEL ERROR ALEATORIO DE MIDIDA
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FIGURA 2. Modelo path de una teoria con dos variables teéricas y dos conjuntos de instrumentos
congenéricos.
donde, tal como es costumbre:
E(ne) = 0 paratodos / 7
E(eg) = 0 paratodosi # j [11]

E(y) = Em) = Ee) = 0 paratodos?

En este caso hay diez varianzas y covarianzas de las variables observadas que son fun-
cién de nueve parimetros: ¢,;, €5, €32, 0,115 0,22, 0,354 0,445 Ny1» Nyp. Diferentes autores han
mostrado que este modelo es identificable y que puede ser verificado patcialmente. Asi,
si el modelo es correcto, las varianzas y las covarianzas de las variables tericas se pueden
estimar directamente de los datos. Lo mismo se puede decir cuando los instrumentos son
7-equivalentes o paralelos, puesto que en estos casos hay que estimar menos parimetros.

Un problema con este enfoque es que los dos instrumentos pueden tener alguna va-
rianza comiin que no se origina en la variable tedrica sino, por ejemplo, en variables
especificas a un test. Este problema ha sido discutido por Campbell y Fiske (1964) y
Wers, Linn y Joreskog (1974). Cuando se utilizan s6lo dos indicadores tal hipétesis no
se puede contrastar, puesto que conduce a modelos con once parimetros, mientras que
Costner (1969) y Costner y Schoenberg (1973) han mostrado que tales tests son posibles
siempre y cuando se utilizen tres o mis indicadores. Otro problema es que este modelo
no se puede distinguir del modelo de anilisis factorial donde no se asume que las va-
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riables observadas s6lo midan la misma variable tedrica (Alwin y Jackson, 1980). Para
ver una solucién a este problema podemos acudir a Saris (1983).

En la medida en que las varianzas y las covatianzas se pueden estimar directamente
de modelos con dos variables tebricas, no necesitamos mostrar este modelo con mis va-
riables tedricas e indicadores maltiples, dado que el nimero de varianzas y covarianzas
aumenta mis deprisa que el niimero de parimetros desconocidos. Por lo tanto, no habra
mis problema de identificacién.

10.3. Replicacion

Otra manera de tratar el problema del error de medida es mediante la replicacién de
la misma observacién en diferentes puntos del tiempo. Cuando indicamos la variable
tedrica en el tiempo #, por 9, la variable observada en el tiempo #, por y, y el término
del error en el tiempo #, por ¢; esta replicacion lleva al modelo representado en la figura
3.

%

%2

N 21 n

ll’ \-2/' e e osvoescsccnssnssscce r.k'
< L4

YI y.'_)_ 060600 csc00s0ccscsnsoscos Yk
b

] 1 '

Cl c2 o0 o0escecsscccssccscsccs ck

FIGURA 3. Modelo path de observacién replicada para una variable tedrica.

Podemos formular este modelo mediante £ ecuaciones con la forma de la ecuacién
[1}, utilizando los mismos supuestos hechos en [2], [3] y [4].
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En la medida en que se utiliza el mismo instrumento en cada ocasion, es razonable
suponer que las varianzas de los errores en los diferentes puntos del tiempo son iguales,
excepto fluctuaciones aleatorias:

0,=0,=..=0,=20 [12]

€

La varianza de las variables observadas se puede exptesar como:

o, =¢; + 90, [13]

u

Las covarianzas son:

g; = ¢ [14]
Las ecuaciones [13] y [ 14] muestran que hay un parimetro mas que varianzas y covarian-
zas para las variables observadas. Esto significa que sin simplificar las restricciones la
replicacién no conduce a estimaciones tGinicas de las varianzas y covarianzas de las va-
riables tedricas.

En la literatura se han mencionado diferentes clases de restricciones (Lord y Novick,
1968; Heise, 1969; Wiley y Wiley, 1970; Jéteskog, 1970, 1975). Nosotros sélo discutire-
mos dos posibilidades. La primera consiste en que el valor de las variables tedricas no se
modifique durante el periodo de obsetvacion®.

En este caso, las diferentes observaciones se pueden ver como instrumentos paralelos
para la misma variable, de forma que sean aplicables las derivaciones discutidas en la @l-
tima seccion. Esto significa que es posible estimar la matriz de varianza-covarianza de las
variables tedricas si al menos se pueden hacer dos observaciones por cada variable.

Un problema de este supuesto es que sdlo es vilido si el periodo de tiempo entre las
observaciones es telativamente corto. Pero esto significa que otras variables causantes del
error de medida podsian permanecer estables a lo largo del tiempo o que el entrevistado
recordase su respuesta de la Gltima ocasién y tratase de ser consistente. En este caso la
correlacion entre las variables observadas no esti causada sdlo por el hecho de que midan
la misma variable tedrica sino también por el efecto atribuible a la memoria. En tal caso
no se mantiene el supuesto de que los efrores no estin correlacionados. De este modo, si
el periodo de tiempo entre las observaciones es corto se puede asumir que las variables
tedricas no cambian, pero hay que verificar la correlacién de los errores. Tal como indica-
mos al final del apartado 10.2, ésto sblo es posible en los casos donde hay tres o mis ob-
servaciones para cada variable tedrica.

Un enfoque alternativo consiste en extender las observaciones sobre un periodo mais
largo, con el fin de que el efecto de 1a memoria sea desdefiable. Sin embargo, en este ca-
so parece poco realista asumir que la variable tedrica todavia tenga el mismo valor, y, por
lo tanto, hay que hacer supuestos relativos a las relaciones entre las variables tedricas.

Una posibilidad es el «modelo de retardo — 1», discutido por Wiley y Wiley. Los
autores suponen que el valor de la variable tedrica en #, es una funcién de la misma va-

3 Véase, por ejemplo, Costner (1969) y Costner y Schoenberg (1973).
6 Véase nota 2.
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riable en #,_, y alguna perturbacién (disturbance) que es independiente de la variable en
momentos anteriores y de otras perturbaciones. Si indicamos el efecto de 7, sobre 5, me-
diante B, y el término perturbacién por §, y si nos limitamos a tres observaciones, el
modelo tiene la forma del modelo en la figura 4.

%1 &y

1 £ 632

jﬁ
(E;)‘ -v(fg) 'ﬁi:)
Y3

€1 €2 €3

FIGURA 4. Modelo parh de una obsetvacién replicada para una variable tedrica, segiin Wiley y
Wiley.

En este modelo las relaciones entre las variables teéricas se pueden especificar como
en la ecuacion [15]):

"'1=§-1

n = Ban + £, [15]
N =By + &

254
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donde
E(n) = E({) = 0 para todos ¢
Ems) =0 para todos 7, [16]
Efg) =10 para todos i # f

Las relaciones entre las variables observadas y las tedricas son de la forma de la
ecuacién [ 1], con los supuestos [2], [3], [4] y que las varianzas de los errores sean las mis-
mas. Bajo estas condiciones el modelo queda determinado por 6 parimettos, ¢,,, B,
B,,, 0, y las varianzas de los términos de perturbacion, indicados por ¥,, y ¥,;. Se
pueden obtener seis varianzas y covarianzas de los datos y Wiley y Wiley han mostrado
que los parimetros estin verdaderamente identificados (1970: 114). Dadas estas estima-
ciones, las varianzas y covarianzas de las variables tedricas se pueden estimar tal como si-
gue:

en = Buty
€ = Byt
cn = Bhey + ¥y [17]
€3 = Byl

_ Q2
63 = Bhen + ¥y

Volviendo al problema de este articulo, podemos plantear la cuestién acetca de si es
posible estimar la matriz de varianza-covarianza de las variables tebticas que se han ob-
servado tres veces. Indicamos una variable tedrica como antes, mediante 7,, 1,, 7, para
Lo by by, las observaciones por y,, ¥,, ¥, ¥ lo errores por e,, ¢,, e,. La segunda variable
tedrica se indica mediante 7, 7, T6: las observaciones por y,, I3 Y6 ¥ los errores por e,
es, ¢;. Asumiendo el modelo previo para dos variables, las varianzas y covatianzas ¢,,,
Ca1v €315 €325 €33 ¥ Cgs Csgo Cean L5y Cgs ¥ Co SE pueden encontrar tal como indicamos atriba.
Pero nosotros también sabemos que:

a:/ = E(]J’,) = E(’L + e,)(’?,' + e/) = c:/

1=
para todos ;= 1: 5: 2 (18]
de lo cual se desprende que usando este enfoque se pueden obtener a partir de los datos
todas las varianzas y covarianzas de las variables no observadas.

La ventaja de este enfoque es que se puede probar si las variables tedricas cambian.
Adin mis, lleva a tres estimaciones de la matriz de varianza-covarianza para las variables
tedricas y en tres puntos del tiempo. Desde luego, estos datos son mucho mis ricos que
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los obtenidos mediante el primer procedimiento, donde s6lo se estimaba una matriz. La
desventaja obvia del procedimiento es que el enfoque de la replicacién conduce a una
investigacion mis larga. De igual forma, y en relacién con este punto, aparece la falta de
representatividad debida a la probable pérdida de contestaciones. Otra desventaja es
que se deben introducir restricciones en la estructura que ha producido la matriz de
varianza-covarianza. Tales restricciones s6lo se pueden verificar cuando se tienen mis de
tres observaciones, lo cual alarga de nuevo la investigacion.

10.4. Replicacion con indicadores miiltiples

Se puede utilizar la replicacién con indicadores miltiples para superar el problema
del enfoque de la replicacidén simple, sin que se pierdan las ventajas.

Cuando se observan dos variables teéricas en dos puntos del tiempo mediante dos
indicadores, asumiendo que estos indicadores son congenéricos, el modelo se puede
representar como en la figura 5 donde 7, y 9, tepresentan una variable teérica en el tiem-
Po %,y £, ¥y 1, ¥ 1, representan la otra variable tedrica en 2, y #,.

Este modelo se puede representar con las ecuaciones siguientes:

h=m+4¢

Ny + o6

)
Y5 =1, + &
Ys = Ngm; + ¢
(19]
y5 = 1,3 + &
Ys = Nesm3 + €
Y =M + &
¥s = Mgy + &
donde
E(y) = E(n) = E(e) = 0 para todos 7
E(ne)
E(ee)

0 para todos 7, 5 [20]

0 para todos ¢ # f

A partir de [19] y de [20] se puede derivar la expresion para las varianzas y covarian-
zas de las variables observadas en los parimetros del modelo. Esta matriz tiene 36 ele-
mentos distintos, en tanto que el modelo se caracteriza por 10 varianzas y covarianzas
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para las variables tedricas, 8 varianzas para los tétminos de error y 4 constantes de resca-
lonamiento. De esta manera hay 14 ecuaciones mis que parimetros desconocidos.

¢ €2 e 74
| j | !
B Y, ' Y,
1 *21 1 * 42
Ay ‘2 Ny
' Ry)
c \%
41
C
3 32 42
c L 4
43
¢ >4

¥ | Y6 FJ_ EPL

e
6 € 8
FIGURA 5. Modelo path para observacién replicada de dos variables teéricas con dos indicadotes.

Se puede mostrar que estos parimetros estin identificados y que hay muchas posibi-
lidades para formular pruebas del modelo (Blalock, 1970). Por ejemplo, se podrian ha-

cer tests para:
1) la igualdad de las variables teéricas a lo largo del tiempo,
2) la igualdad de la varianza de los errores a lo largo del tiempo,

3) patalelismo y r-equivalencia entre los indicadores,
4) errores correlacionados a lo largo del tiempo.
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Si en lugar de dos se utilizan tres indicadores, también se puede probar para cada
conjunto de observaciones la posibilidad de que existan errores correlacionados’.

Desde luego, una de las ventajas importantes de este disefio de investigacién es la
posibilidad de hacer los diferentes tests que acabamos de mencionar, mientras que la
desventaja que encontribamos en el estudio de la replicacién simple no es tan severa
porque sdlo se necesitan obsetvaciones en dos puntos del tiempo.

Otra ventaja es la riqueza de los datos comparados con los del estudio del simple in-
dicador miltiple; y ello en la medida en que se tiene informacién sobre las variables te-
oricas en dos puntos del tiempo.

10.5. Estimacion y verificacion

Todos los modelos discutidos hasta ahora son casos especiales de un sistema general
de dos ecuaciones matriciales:

By =¢
[21]
y=4q + ¢
donde
Ey) = 0,E(y) = 0yE(e) = 0y E(§) = 0
[22]

E(e’) = 0yEQge’) = 0

A partir de [21] y [22] se desprende que la matriz de varianza-covarianza (C) de las
variables tedricas, indicada pot 9, es

C=B¥B"  donde ¥ = EG{’) [23]
y la matriz de varianza-covarianza de las variables observadas en y es
S =ACA +6,  donde 0, = Bee') [24]

Los parimetros en las matrices B, ¥, A, 8, se pueden estimar mediante la minimiza-
cién de la funcién F para todos los parimetros que hay que estimar, donde

F = log]Z] + tu(SZ-1) — log|S] — P [25]

§ es la matriz muestral de covarianza y P es igual al niimero de elementos en y. Si la
distribucién de y es multinormal, las estimaciones que minimizan F son estimaciones

7 Blalock ha indicado que no se pueden aflojar simultineamente todas las restricciones mencionadas aqui,
dado que esto lleva a modelos no identificables. De esto se deriva que no todos los errores se pueden contrastar
simultinecamente, pero hay mis espacio para la verificacién en este caso que en cualquiera de los otros enfo-
ques anteriormente mencionados.
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miximo verosimilitud, eficientes en grandes muestras. En la medida en que este sistema
es de nuevo un sistema especifico del sistema general estimado por el programa LISREL,
todos los modelos que hemos discutido aqui pueden estimarse utilizando el programa
LISREL (Joreskog y Sorbon, 1973). Después de calcular las estimaciones de los pari-
metros, el programa calcula las estimaciones de los errores tipicos, la matriz C, la solu-
cién estandarizada y las diferencias entre la matriz de varianza-covarianza observada y
la mattiz de varianza-covarianza que reproducimos basindonos en los parimetros esti-

" mados. Esos residuos pueden dar una indicacion de la bondad del ajuste del modelo a
los datos.

El programa también da una medida x? de la bondad global del ajuste, que se puede
ver como un test del modelo especificado frente a la alternativa mis general, una matriz
definida positiva sin limitaciones. Los grados de libertad para esta medida x? son igual a
la diferencia entre el niimero de elementos distintos en §'y el niimero de parimetros que
hay que estimar.

Se pueden contrastar las restricciones de un modelo estimando primero el modelo sin
restricciones y después el modelo restringido. La diferencia en x? es asintdticamente una
X2 que tiene como grados de libertad la diferencia de grados de libertad entre los dos
modelos.

10.6. Un ejemplo

En la medida en que el modelo de indicadores miiltiples ha sido discutido por Cost-
ner (1969), Costner y Schoenbetg (1973) y muchos otros y que el modelo de replicacion
también lo han estudiado Heise (1969), Wiley y Wiley (1970) y otros, nosotros sblo va-
mos a ejemplificar el modelo de la replicacion con indicadores maltiples. Analizaremos
los datos para dos variables teéricas del estudio de Zaal. En ese estudio se midié un ni-
mero elevado de variables para una muestra de escolares holandeses; la medicién se hizo
en dos puntos del tiempo. La primera observacion se hizo en la guarderia y la segunda
dos afios después, en la escuela primaria. Hemos elegido la inteligencia y la actitud hacia
el trabajo de entre el gran nimeto de variables. La primera se midi6 utilizando un test
de inteligencia (Drent e.a., 1968). La medida de la «actitud hacia el trabajo» estaba ba-
sada en las puntuaciones del profesor (Zaal, 1978).

Los indicadores miltiples para ambas variables se desarrollaron por el método de la
particién en mitades (sp/it-half), lo que significa que para cada variable tedrica en los
dos puntos del tiempo se obtenia una puntuacién basada en los items numerados impa-
fes y otra puntuacién basada en los pares.

Si la inteligencia en #, es 9, y en el tiempo #,3,, donde las observaciones estin repre-
sentadas por y, e y, respectivamente, y; € y,, respectivamente, mientras que la actitud
hacia el trabajo en #, se representa pot 5, y 7, en #,, donde y, € y ; son las observaciones
en #, e y, e y, las observaciones en #,, el modelo de medida se puede formular tal como se
ha hecho en la figura 5 y las ecuaciones [19] y [20]. Con el fin de probar la posibilidad
de errores correlacionados en el tiempo, hay que aflojar la restriccion de que E(ee) = 0.

Permitiremos que haya la posibilidad de que los errores entre observaciones de las
mismas variables, en diferentes puntos del tiempo, estén correlacionados. Este nuevo
modelo se representa en la figura 6.
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FIGURA 6. Modelo path para dos variables tebricas con indicadores congenéricos y términos de
error correlacionados a lo largo del tiempo.
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Este modelo, al que llamaremos modelo 1, contiene 26 parimetros que hay que esti-
mar. Si el modelo se especifica como un caso especial del sistema mis general formulado
en [21] y [22], estos parimetros se pueden estimar usando LISREL.

La parte de medida del modelo queda especificada si se formulan A y @,. Para el
modelo 1 estas matrices son:

1 0 0 o0
A, 0 0 0
0o 1 o0 0
ao] o re 0o
o 0o 1 0
0 0 A, O©
0o o o0 1
0 0 0
[26]
0!"
0 0022
0!31 0 0:33
0 6, 0 6.
=10 o o o o,
o o o0 0 o0 6
o o o0 0 6, 0 6,
0 0 0 0 0 64 0 Oc

Las relaciones entre las variables tedricas no estaban restringidas; esto se puede hacer es-
pecificando que B = I En este caso C = ¥ y el modelo se reduce a un modelo de ani-
lisis factorial con factores correlacionados sin restringis y algunos términos de etror corre-
lacionados.

Aunque esperibamos que el modelo 1 de la figura 6 ajustase los datos, pensibamos
que esto también lo podia hacer un modelo mis simple con menos parimetros. Sin em-
bargo, comenzamos con este modelo dado que todos los modelos restantes son casos
especificos del mismo, asi podtiamos contrastar las restricciones introducidas en el mo-
delo por comparacion con los valores x* de los modelos.

En el modelo 2 se suponia que cuando el periodo de tiempo entre las observaciones
era de dos afios, las correlaciones entre los términos de error a lo largo del tiempo eran
ceto:

odl =0, = 0¢7s = 0:36 =0 [27]
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El modelo 3 era el mismo que el 2, excepto por el hecho de que se asumia que los
instrumentos de medida eran 7-equivalente y las unidades de la escala eran las mismas

A=A, = )‘63 =Ny =1 [28]

El modelo 4 era igual que el 3, excepto que aqui se asumia que los instrumentos de

medida en cada punto del tiempo eran paralelos, dado que se construian por el procedi-
miento de la particién en mitades.

Oy = 0.2, 0,55 = 0,40, 055 = 06,0, = O [29]

El modelo 5 era igual que el 4, excepto que aqui también se asumia que los etrores

de medida en los diferentes puntos del tiempo, para las mismas variables, eran iguales

puesto que se utilizaban los mismos insttumentos.

0, =0,y0, =86, [30]

TasLA 1. Coeficientes de correlacion entre 8 vars. observadas en un estudio de Zaal (# = 72).

Variable Variable Correlaci
tedrica observada rrefaciones
104, N 1.000
Y2 .768  1.000
10¢, s .542 .590 1.000
¥4 .446 .523 .784 1.000
WAz, ¥s 427 .500 .348 484  1.000
¥ .496 512 .340 428 .870 1.000
WAL, ¥, .236 .250 .238 .316 464 .386 1.000
s 222 .220 .206 .245 .386 .338 .849 1.000
N ¥ Ys Y4 ¥s Y Y2 Js

TABLA 2. Las comparaciones de la bondad del ajuste de los 5 modelos para los datos de la tabla
1 y un test de las diferentes hipétesis.

Modelo X2 gl Prob | Diferencia | Diferencia en | Probabilidad | Conclusién
en x2 grados
de libertad
1 9.8 10 .46 - - - No rechazado
2 14.9 14 .39 5.1 4 .25 No rechazado
3 18.9 18 .39 4.0 4 .40 No rechazado
4 20.7 22 .54 1.8 4 .75 No rechazado
5 22.1 24 .57 1.4 2 .40 No rechazado
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La matriz de cotrelaciones de las variables observadas se presenta en la tabla 1. Los
parimettos de todos los modelos se estimaron utilizando LISREL. La tabla 2 muestra la
bondad del ajuste de los diferentes modelos con los grados de libertad y la probabilidad
del valor de x? o un valor mayor si el modelo es cotrecto, las diferencias de valor de x2 y
de los grados de libertad con el modelo previo y la probabilidad de este valor o de uno
mayor si el conjunto especificade de restricciones es correcto.

La tabla 2 muestra que el modelo 1 realmente tenia un ajuste aceptable, pero todas
las correlaciones entre los términos de error no eran significativamente diferentes de cero
al nivel del 5%. Al restringir estos valotes a cero en el modelo 2, el valor de la x? subia
pero no significativamente. De este modo el supuesto [27] no se puede rechazar. Cuan-
do introducimos en el modelo 3 la restriccién [ 28] tampoco se reduce dramiticamente el
ajuste. Por lo tanto los instrumentos de medida se pueden ver como 7-equivalentes. Al
pasar del modelo 3 al 4 se puede contrastar la hip6tesis de que las varianzas de los errores
son iguales, lo que significa que los instrumentos de medida son paralelos. Tampoco es-
ta hipdtesis se pudo rechazar.

Finalmente, tampoco dafia significativamente el ajuste el supuesto de iguales varian-
zas de los errores a lo largo del tiempo.

Dado que al efectuar el test no se pudo rechazar ninguna de las restricciones que
manteniamos aceptamos el modelo 5 como nuestro modelo final de medida®.

La tabla 3 resume las caracteristicas del modelo, tal como se estimaron por el progra-
ma. ‘ .

La tabla 3 muestra que las varianzas de los errores eran relativamente pequeiias, por
lo que consecuentemente el «coeficiente de validez» y la fiabilidad eran relativamente
altas. :

Puesto que no se podia rechazar el modelo 5, vale la pena mirar la matriz de
varianza-covarianza de las variables tedricas estimada por el programa simultineamente
con todos los restantes parimetros del modelo. La tabla 4 da estas varianzas y covarian-
zas, sus errores tipicos y los coeficientes de correlacién (encima de la diagonal principal).

Dada esta matriz, se pueden hacer muchos anilisis de las cotrelaciones entre las va-
riables tedricas. Por ejemplo, utilizando un enfoque dinimico se pueden estudiar las re-
laciones entre estas varibles en dos puntos del tiempo. Estas posibilidades son una venta-
ja tipica del enfoque de la replicacién. No iremos mis alla en este anilisis dado que no
es el tema de este articulo (Zaal, 1978).

Finalmente, queremos discutir las ventajas que se obtienen al utilizar la ecuacién [1]
con las variables tebricas sin estandarizar frente a la utilizacién de la ecuacion [5] con las
variables tedricas estandarizadas. Cuando usamos [1] existe la posibilidad de comparar
las varianzas de las variables tedricas a lo largo del tiempo y de estimar los coeficientes
sin normalizar con el fin de describir las relaciones entre las variables tericas. Esto tiene
considerables ventajas cuando se quieren comparar coeficientes en diferentes pobla-
ciones (Blalock, 1968; Duncan, 1977). '

También se pueden calcular los coeficientes estandarizados, que son tiles para com-
parar los efectos de diferentes variables dentro de una poblacién. Cuando se utiliza la

8 Un supuesto importante que no se puede verificar con dos instrumentos paralelos es la posibilidad de
que haya errores correlacionados entre las dos formas paralelas. Esto deja abicrta la discusién acerca de si me-
diante estas variables observadas se ha representado la variable teérica correcta.
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TABLA 3. Resumen de las caracteristicas del modelo de medida.

Varianzas Varianzas
estimadas (1)| estimadas (1) Correlaciones
Medias de | Varianza de de los de las Pendiente | de los tests
Variable | Variable | las variables | las variables| términos variables tipificada | paralelos o
tedrica |observada | obsetvadas | observadas de error tebricas @ fiabilidad (3)
107, N 32.8 47.06 10.20
(1.2) 38.13 .89 .79
b2 31.3 50.69 10.20 (7.3)
(1.2)
10z, ¥ 48.4 42.90 10.20
: (1.2) 32.13 .87 .76
s 37.1 40.70 10.20 (6.3)
(1.2)
WAz, ¥s 35.6 153.51 20.65
2.5) 121.50 .92 .86
Y 37.1 129.05 20.65 (22.2)
(2.5)
WAz, ¥s 36.2 146.89 20.65
(2.5) 126.88 .92 .86
s 150.31 20.65 (23.1)
(2.5)

(1) Las estimaciones estin calculadas por LISREL, los errotes tipicos se incluyen entre paréntesis.
() N = \;VE WNE,
(3) La correlacién es igual a \;? (Lord y Novick o Werts, Linn, Jéreskog, 1972).

TABLA 4. Varianzas y covarianzas de las variables tedricas, sus etrores tipicos y correlaciones tal co-
mo han sido estimados por LISREL con el modelo 5.

107, 38.125 .589 .679 .284
(7.28)

WAz, 40.073 121.495 .491 460
(10.14) (22.16)

10z, 23.760 30.681 32.135 .309
(5.53) (9.08) (6.28)

WA:, 19.729 51.122 19.710 126.884
(9.44) (17.34) (8.80) (23.06)
107, WAz, 10¢, WAz,

ecuacion [5], hay que hacer un trabajo extra con el fin de obtener estos resultados, que

de otra manera estin disponibles automiticamente.
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10.7. Resumen

Con el fin de obtener los coeficientes de correlacién y de regresion entre las variables
tedricas hay que tener en cuenta el error de medida de las variables observadas. En la li-
teratura psicométrica y socioldgica se han discutido diferentes enfoques para resolver es-
te problema. En este articulo hemos presentado tres enfoques diferentes para estimar las
varianzas y covarianzas de las variables tedricas. El uso de los indicadores miltiples lleva
a modelos simples telativamente sobreidentificados, que permiten tests sobre las cotre-
laciones entre los términos de error; sin embargo, la informacién que se obtiene relativa
a las variables tedricas es menos interesante que la obtenida con los otros enfoques.

Si se hace la replicacién en un corto periodo de tiempo, el uso de estudios de replica-
cién es comparable con el enfoque de los indicadores miltiples; sin embargo, en este
caso hay que hacer un test para los errores correlacionados debidos a los efectos de la
memofria.

Si se hace la replicacion en un periodo de tiempo largo, es necesario utilizar modelos
mis complejos, con restricciones extras para la identificacién. En este caso no se puede
hacer ningiin test, pero los datos son mis interesantes. Una desventaja importante es
que la investigacidon consume mis tiempo.

El uso de la replicacién con indicadores miltiples tiene la ventaja de los modelos
sobreidentificados, lo que hace posible tests sobre los errores correlacionados; la infor-
macién que se obtiene para las variables tedricas es mis interesante que en los casos de
los simples estudios de indicadores miltiples; y para cada variable s6lo se necesitan ob-
servaciones en dos puntos del tiempo, reduciendo asi considerablemente el tiempo de
investigaci6n.

Ademis, hemos visto que generalmente es aconsejable utilizar al menos tres obser-
vaciones o indicadores, dado que asi hay mis posibilidades para verificar los modelos de
medida.

Finalmente, parece aconsejable expresar las variables no obsetrvadas en las unidades
de la escala de uno de los indicadores. De esta manera se pueden utilizar coeficientes no
estandarizados, mientras que si se prefieren las comparaciones los coeficientes estandari-
zados siempre se pueden calcular después.
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11. Analisis de Tablas de Contingencia:
Modelos Lineales Logaritmicos

pot Juan Javier Sinchez Carrion

11.1. Introducciéon

El tratamiento tradicional que se ha seguido en’el anilisis de las relaciones entre
dos o mis variables de tipo cualitativo-—variables nominales— ha sido el de construir
una tabla llamada de contingencia, a partir de la cual se procedia a ver 1) si existia re-
lacién entre las dos variables; y 2) en caso afirmativo, cuil era la intensidad de la aso-
ciacién. Para el primero de los propésitos lo normal es hacer un test de la Gi-
cuadrado; para estudiar la intensidad de la asociacién se recurre a una amplia gama de
medidas de asociacién, que nos resumen en un nimero la fuerza y la direccién de la
relacion entre las variables?.

Dada la limitacién y la confusién que se pueden producir en el anilisis cuando sb-
lo se analizan dos variables a la vez (Simpson, 1951) es también comin introducir
otras nuevas variables de control que permitan «cualificar» la relacidén entre las va-
riables originales. Lazarsfeld (1955) primero y posteriormente Rosenberg (1968) expli-
caron el tipo de variables de control existentes y el «proceso de elaboracién» a seguir
cuando se quiere ver la influencia que tiene una tercera variable sobre la relacién ori-
ginal entre otras dos.

El segundo procedimiento mencionado tiene una fecundidad extraordinaria en el
anilisis de datos cualitativos. Sin embargo su utilidad se puede ver ampliada median-
te el recurso a una serie de técnicas. En un caso, siguiendo las ideas de James Davis se
pueden construir modelos causales en los que los coeficientes de regresioén estandariza-
dos que se utilizan cuando trabajamos con variables cuantitativas se sustituyan por di-
ferencias entre proporciones. La técnica sirve tanto para variables dicotémicas como
para politomias, y tiene la propiedad de que, también como ocurtre en los modelos
causales con variables intervales, se pueden descomponer los efectos entre las variables
(Davis, 1975, 1980, 1982; Sinchez Cartrién, cap. 12 de este libro).

! Cualquier manual de estadistica para las ciencias sociales hace referencia al test de la Gi-cuadrado y 2
los diferentes coeficientes que se pueden utilizar. Entre los libros especificos de tablas véase Hildebrand y
otros (1977) o Reynolds (1977). Ambos sitven de libros introductorios al tema de las tablas de contingencia.
Sin ser libros especificos sobre anilisis tabular, en castellano se pueden consultar Garcia Ferrando (1984) y
Blalock (1978).
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Otra técnica, ésta detivada de las razones (04ds) y no de la diferencia de propor-
ciones o porcentajes, son los modelos lineales logaritmicos. Si bien la técnica del
control por una tercera variable es fitil cuando el tamafio de las tablas y el ndmero de
categorias de las variables es pequefio, su utilidad es menor cuando nos enfrentamos a
situaciones complejas donde se aborda el estudio de las relaciones entre un namero
elevado de variables. En esta situacidén es conveniente disponer de una técnica estadis-
tica que permita medir y contrastar las complejas asociaciones e interacciones que apa-
recen en tablas multidimensionales. De igual manera, el anilisis desarrollado median-
te el proceso de elaboracién se puede ver mejorado mediante el uso de los modelos li-
neales logaritmicos en la medida en que, ademis de descubrir las pautas de asociacion
entre las variables, podemos medir los efectos de unas variables sobre otras. En concre-
to, la técnica de los modelos lineales logaritmicos, desarrollada a partit de los trabajos
de Goodman (1972, 1972b, 1973 y 1979) y ampliamente difundida en el anilisis ta-
bular (Bishop et al., 1975; Fieneberg, 1977; Upton, 1978, 1980a), permite el estu-
dio de:

1. Las pautas de asociacién entre variables categbricas, sin distincién entre depen-
dientes e independientes, mediante el anilisis de las frecuencias esperadas de las ca-
sillas (modelo general logaritmico lineal).

2. Las relaciones entre variables dependientes e independientes, mediante el ani-
lisis de las razones esperadas de una variable dependiente en funcién de una serie de
variables independientes (modelo /Jog:z).

3. La construccién de modelos causales a partir de los modelos /ogiz.

Con objeto de explicar los modelos lineales logaritmicos y su utilizacion en las tres
situaciones de investigacién descritas vamos a usar los datos procedentes de una inves-
tigacién sobre emigrantes iberoamericanos en Espafia. La investigacion se llevd a cabo
en 1981 por Gloria Lutz y Miguel Roiz, quienes amablemente me cedieron los datos.
En la medida en que no estamos interesados en conclusiones de tipo sustantivo sino
en la exposicién de una técnica de investigacién, vamos a asumir que la muestra era
aleatoria simple, al tiempo que recodificamos algunas variables.

Tenemos datos de 4 variables: Educacién, recodificada en nivel bajo (menos de
titulo de grado medio) y alto (titulo de nivel medio o mis); Antigiiedad en el pais,
recodificada en aquellos que llegaron a Espafia de 1960 a 1970, 71-77 y 1978-80;
Permiso de Trabajo, con las categorias No y Si; e Ingresos, recodificada en ingresos bajos
(la mediana de la distribucién o menos) e ingresos altos (mis de la mediana). Los da-
tos aparecen en la tabla 1.

11.1.1.  Nomenclatura de las tablas de contingencia

Tomando el ejemplo de una tabla de tres dimensiones, mostraremos la notacién
que vamos a seguir a lo largo del articulo. Supongamos que tenemos una tabla en la
que una variable A tiene I categorias, la variable B tiene J categorias y la varaible C, K
categorias. Por simplicidad I = J = K = 2, tal como mostramos en la tabla 2.
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TABLA 1. Datos para el Anilisis.

Ingresos

Estudios Antigiiedad Permiso Bajos Altos
Inferiores 1960-70 No 10 7
Inferiores 1960-70 Si 2 3
Inferiores 1971-77 No 39 9
Inferiores 1971-77 St 15 14
Inferiores 1978-80 No 75 10
Inferiores 1978-80 St 18 8
Superiores 1960-70 No 7 6
Superiores 1960-70 Si 2 12
Superiores 1971-77 No 23 19
Superiores 1971-77 St 22 22
Superiores 1978-80 No 43 6
Superiores 1978-80 Si 12 12
268 128

El nimero de personas que contestan a la categoria 2 de las variables Ay Byala 1
de la C son f;,,. En general llamaremos f; a la frecuencia de la casilla determinada
por el cruce de las categorias 7, 7, £ de las variables A, B, C, respectivamente.

Junto a la frecuencia de la casilla es atil calcular los marginales de la tabla. En una
tabla de tres dimensiones cabe hablar de los marginales de una variable, de dos va-
riables y el gran total. El marginal de una variable se calcula sumando las casillas de
las categorias de esa variable.

1

ft—)/l = : f:./b

=1

El marginal de dos variables se obtiene sumando, igualmente, las casillas de las
categorias de las dos variables

1
foot= .‘: éﬁ;ﬁ

i=1 g=1

TABLA 2. Cruce de tres variables.

(o} G
Bl Bz Bl BZ
Al f;ll flll ﬁox Al f;u ﬂzz ﬁOZ
AZ f;ll ﬁZI fiol AZ lez f;ZZ fzoz
f(-)ll f(;ZI f001 f(;ll f(;22 f002
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Y, por dltimo, el gran total se calcula a partir de la suma de todas las casillas

11~
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fooo=

A
—

=

Fe

£

-
"
—

t

En la tabla de 2 x 2 x 2 hay un total de 4 marginales de una variable y dos
marginales de dos variables. En el caso de la variable C éstos serian:

— marginales de una variable: £,,5, fi20 f3100 f220
— marginales de dos variables: £y, fo:
11.1.2.  Asociacion entre variables
Tomando como referencia los datos de la tabla 3, supongamos que se quiere estu-

diar la relacién entre las dos variables. A tal fin, la simple constatacion de los datos
que aparecen en la tabla resulta poco informativa.

TaBLA 3. Cruce de Permiso de Trabajo con Ingresos.

Permiso
Ingresos No Si
Bajos 197 71 268
Altos 57 71 128

254 142 396

Si queremos estudiar la posible existencia de asociacién entre Ingresos y Permiso de
trabajo es conveniente comparar las frecuencias de las casillas con alguna medida o
norma. Dos posibilidades son: comparar las frecuencias de las casillas con los margina-
les o compararlas entre si. En el primero de los casos lo que se hace es calcular propot-
ciones o porcentajes. Supongamos que se quiera estudiar la posible influencia del Per-
miso en el hecho de tener ingresos altos. Entre los individuos con permiso,
71/142 = .5 tienen ingresos altos; entre los individuos sin permiso, la proporcion es
57/254 = .224. La diferencia entre ambas cantidades (.500 — .224) = .276 puede
considerarse como una medida de asociacién. Sobre este concepto, diferencia de pro-
porciones, se construye la metodologia para el anilisis tabular desarrollada por el pro-
fesor Davis, a la que tuvimos ocasién de referirnos previamente (véase capitulo 12 de
este mismo libro.

Alternativamente al cilculo de proporciones o de porcentajes podemos comparar
las frecuencias de las categorias entre si. Procediendo de esta manera, en lugar de pro-
porciones obtenemos razones (0dds). Por ejemplo, la razén de ingresos bajos a altos es
igual a 268/128 = 2.09; es decir, por cada individuo con ingtesos altos hay 2.09 con
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ingresos bajos. A esta razén la llamamos marginal. De igual manera podemos calcular
las razones condicionales. Asi, entre los emigrantes sin permiso la razén de ingresos
bajos a altos es de 197/57 = =3.46; esta misma razén entre aquellos que tienen per-
miso es de 71/71 = 1.00. Vemos, pues, que las razones condicionales difieren, lo
cual nos indica que para tener ingresos bajos no es lo mismo la situacién legal de cara
al trabajo —o, lo que es lo mismo, que estin asociadas las variables Ingreso y Permi-
so. Con objeto de elaborar una medida de la intensidad y de la direccién de la aso-
ciacion podemos dividir las razones condicionales, calculando la razdén de razones
(odds ratio): 3.46/1.00 = 3.46. Podemos interpretar esta medida diciendo que la ra-
z6n de ingresos bajos a altos para los que no tienen permiso es casi 3.5 veces supetior
a la de aquellos con permiso.

La razén de razones serd igual a 1.00 cuando las variables sean independientes, y
mayot o menor a 1.00, segiin que la asociacion sea positiva o negativa, respectivamen-
te. Esta medida tendra un limite inferior, el cero, pero carece de limite superior. Este
hecho es el que hace que la escala sea diferente segiin estemos encima o debajo del
1.00 (la independencia). Supongamos que calculisemos ahora la razén de razones de
los que Si tienen permiso versus los que No lo tienen; su valor es 1.00/3.46 = .289.
Igual asociacién hay si calculamos esta razén que la anterior (aquella de los que No
tienen permiso #s5. los que Si lo tienen); sin embargo, los nimeros son diferentes
(-289 #5. 3.46), y también lo es la distancia que les separa del 1.00, pudiendo dar la
impresién de que es mayor la intensidad de la raz6n de No a Si permiso (3.46) que la
de Si a No (.289). Una forma de resolver este problema es transformar ambos ntime-
ros en sus logatitmos naturales. Asi, el log, de 3.476 es igual a 1.24; y el log, de .289
es —1.24; es decir, los niimeros son iguales sblo que cambian los signos.

Esta medida y su transformacion logatitmica van a ser la base sobre las que se
construya el método de los modelos lineales logaritmicos (una mis amplia exposicién
de la medida en el libro ya citado de Reynolds, 1977 y en Davis, 1971).

11.2. Dos cuestiones a plantearse

Siempre que observamos los datos de una tabla nos podemos plantear dos ptegun-
tas:

1. ¢Qué pasaria si sacisemos otra muestra?, ¢se obtendrian los mismos resultados?
¢Se pueden extrapolar los resultados muestrales al conjunto de la poblacién? La res-
puesta se encuentra en la realizacion de un test.

2. ¢Por qué se obtienen estos resultados y no otros? En particular, ¢por qué no
son iguales todas las casillas? En este caso la respuesta estd en el hecho de que hay di-
ferentes efectos (influencias de cada variable aislada y de sus asociaciones) que causan
que los datos sean unos y no otros. Habremos de determinar qué efectos son €sos y
cuil es su importancia. Veamos cada uno de los dos problemas.

Con relacion a la segunda pregunta, partamos de los datos de la tabla 3, expresa-
dos en proporciones sobre el total de casos de la muestra (tabla 4).
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TABLA 4. Cruce de Permiso de Trabajo con Ingresos (proporciones sobre el total).

Permiso
Ingresos No Si
Bajos .50 .18 .68
Altos .14 .18 .32
.64 .36 1.00

Frente a estos resultados tenemos la tabla de equiprobabilidad, donde las casillas
tienen el mismo valor (tabla 5).

TABLA 5. Cruce de Permiso de Trabajo con Ingtesos, en el supuesto de equiprobabilidad.

Permiso
Ingresos No St
Bajos .25 .25 .50
Altos .25 .25 .50
.50 .50 1.00

Buscando la razén de la variabilidad de nuestra tabla original, diremos que parte
de la explicacién se encuentra en el hecho de que es mis frecuente tener ingtesos ba-
jos que altos (.68 »s. .32). Si ésta fuera toda la explicacién, al multiplicar las filas 1 y
2 de la tabla de equiprobabilidad por .68/.50 y .32/.50, respectivamente, esta tabla

deberia quedar igual a la original (tabla 4). Veamos en la tabla 6 qué ocurre cuando
procedemos asi.

TABLA 6. Tabla de equiprobabilidad, ajustando por el efecto de Ingresos.

Permiso

Ingresos No Si
Bajos .25(.68/.50) = .34 25(.68/.50) = .34 68
Altos .25(.32/.50) = .16 .25(.32/.50) = .16 .32
.50 .50 1.00
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Hecha la multiplicacién indicada se observa que todavia siguen siendo diferentes
ambas tablas (la 4 y la 6).

Una segunda explicacién la hallamos en el hecho de que tampoco es igual de fre-
cuente tener que no tener permiso de trabajo (.64 #5. .36). Con objeto de tener en
cuenta este efecto multiplicamos las columnas 1 y 2 de la tabla 6 por .64/.50 y
.36/.50, respectivamente. En la tabla 7 se muestran los resultados.

TABLA 7. Tabla de equiprobabilidad, ajustando por los efectos de Ingresos y Permiso.

Permiso
Ingresos No Si
Bajos .34(.641.50) = .435 .34(.361.50) = .245 .68
Alros .16(.64/.50) = .205 .16(.36/.50) = .115 32
.640 -360 1.00

Aun asi, los datos de esta tabla difieren de los obtenidos en la tabla original (tabla
4). Ello es debido a que las probabilidades de tener (ingresos bajos - sin permiso) e
(ingresos altos - con permiso) son mayores de lo que cabria esperar en el supuesto de
que las dos variables fueran independientes; siendo esto asi, habri que afiadir el efec-
to que tiene la asociacién entre las dos variables para terminar de explicar por qué,
ain después de considerar los efectos de filas y columnas, las tablas 4 y 7 siguen sien-
do diferentes.

Resumiendo, vemos que hay 4 efectos, los ya sefialados mis otro que tiene en
cuenta el tamaiio de las casillas, que explican los resultados de nuestra tabla original:

1. Efecto de las filas.

2. Efecto de las columnas.

3. Efecto debido a la asociacién entre las variables.

4. Efecto debido al nlimero medio de casos en cada casilla.

Estos 4 efectos los denominaremos, respectivamente, A4, N, M5, u, y serin los que
expliquen, en lo que vamos a llamar el modelo aditivo Jogaritmico lineal, el logarit-

mo en base e de la frecuencia esperada de cada casilla.
log £y =k + X 42 4 P i

La primera pregunta tiene contestacién cuando se realiza un test, en este caso de
la Gi-cuadrado, que nos indica si la relaciébn que se observa en la muestra es
estadisticamente significativa o, por el contrario, cabe atribuirla al azar. No vamos a
detenernos ahora a explicar el test de la Gi-cuadrado —para repasar el tema véase, por
ejemplo, Wonnacott y Wonnacott (1977)—; lo que si vamos a hacer es introducir al-
gunas ideas que no son tan comunes como la realizacién del propio test en la si-
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tuacién standar en la que tenemos dos variables y hacemos el supuesto de indepen-
dencia. En primer lugar veamos los posibles tests a realizar. Dada una tabla de dos di-
mensiones, ademis del supuesto de independencia se pueden hacer las hipétesis de
que no hay efectos de las filas y/o de las columnas —en general se pueden hacer hi-
potesis que pongan en cuestion la significatividad de todos los efectos que influyen en
la tabla, cualquiera que sea su dimension.

La segunda aclaracién tiene que ver con el cilculo de las frecuencias esperadas —y
a partir de ellas la estimacién de los parimetros del modelo bajo la hipdtesis hecha en
el test—. Cuando la tabla tiene mis de dos dimensiones no hay una f6rmula que per-
mita calcular directamente el valor de las frecuencias esperadas; debemos de utilizar
algan algoritmo. Una posibilidad es la utilizacién del «escalamiento proporcional ite-
rativo» (Haberman, 1972). El algoritmo y su ilustracién con un ejemplo no lo vamos a
mostrar aqui, y remitimos a las obras de Bishop y otros (1975), Davis (1974) y Nigel
Gilbert (1981). Digamos simplemente que el método genera una tabla en la que los
marginales correspondientes a las relaciones incluidas en el modelo se hacen iguales a
los de la tabla observada, mientras que los otros quedan libres, siendo las frecuencias
estimadas para cada casilla maximo-verosimilitud. Este es el algotitmo que utilizan los
programas informiticos BMDP (Dixon, 1978) y ECTA (Everyman’s Contingency
Table Analysis) Goodman y Fay, 1973). Otro procedimiento que también genera esti-
maciones miximo-verosimilitud se incluye en GLIM (Generalized Linear Interactive
Modelling). El procedimiento ha sido desarrollado por Nelder y Wedderburn (1972),
y se conoce como «minimos cuadrados ponderados iterativoss. (Se puede ver una tevi-
sion del problema de la estimacién en los modelos lineales logaritmicos en Payne,
1977 y Upton, 1978).

Otro aspecto a explicar son los grados de libertad de las tablas que se contrastan
en el test. Los grados de libertad son igual al niimero de casillas menos el niimero de
efectos que requieren estimacién. Cuando se trata de contrastar la hipédtesis de inde-
pendencia en la tabla de I x J, el nimero de efectos a estimaresde 1 + (I — 1) +
+ (J— 1) =1—-J]— 1. Veamos por qué:

— en el cilculo del efecto medio del tamafio de las casillas hay que estimar un pa-
rimetro independiente

— dada la constriccién de que la suma de los efectos de las filas ha de ser igual a
cero, el nimero de efectos fila independientes a estimar serd de (I — 1),

— por la misma razon anterior, el niimero de efectos columna independientes a
estimar serd igual a (f — 1).

Si la tabla es de 2 x 2, el nlimero de efectos seri igual a 3, y los grados de liber-
tad (4 — 3) = 1. En el caso de la hipdtesis de asociacién, a los efectos anteriores
habria que afiadir el efecto asociacién. El ntimero de efectos independientes a estimar
debido a la asociacién es de (I — 1)(J — 1). En la tabla 2 x 2 el nimero de efectos
total serfa de 4 y los grados de libertad 4 — 4 = 0.

Por dltimo, sefialemos que vamos a utilizar como alternativa al estadistico Gi-
cuadrado (x2) el ratio de verosimilitud (Y?):

=1 y=1
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donde f; es la frecuencia observada en la fila i y la columna 7, y F, es la frecuencia es-
perada bajo la hipétesis del test, en las mismas fila y columna.

La distribucién muestral de la Y? es la misma que la de la X?, pero la primera
tiene algunas ventajas de las que la Gltima carece (ver infra). Su valor es muy seme-
jante. Para los datos de la tabla 3, después de calcular las frecuencias esperadas en el
supuesto de independencia (véase tabla 8) vemos como x? es aproximadamente igual
aY:

1
X2 = ¥ L (f; — EPIF, = (197 — 171.9)/171.9 + (71 — 96.1¢/96.1 +

=1 =1

(2]
+ (57 — 82.1)2/82.1 + (71 — 45.9)/45.9 = 31.62
Y=2% ¥ flog(f;/F) = 2(197(.136) + 71(—.303) +
i=1 j=1
(3]

+ 57(—.364) + 71(.436)) = 2(15.487) = 30.974

11.3. Concepto de modelo

Siguiendo en este punto la excelente y clara explicacién que hace del tema Nigel
Gilbert (1981), vamos a llamar modelo a un conjunto de hipétesis que intentan expli-
car las interrelaciones que se producen entre los fenémenos sociales. Los modelos se
componen de conceptos y de sus relaciones. Si estuviéramos estudiando los Ingresos
de los Sudamericanos en Espaiia, partitiamos de la variabilidad que hay entre el dine-
f0 que ganan unos y otros y tratariamos de encontrar una explicacién a este fendme-
no. Un modelo muy simple podria sefialar que Ingreso y Permiso de Trabajo estin re-
lacionados, formulando la hip6tesis, con la confianza de poder rechazatla, de que am-
bas variables son independientes. Este setia nuestro modelo, que incluiria dos concep-
tos (Ingresos y Permiso) y un supuesto de no asociacién entre ambos. De acuerdo con
el modelo construiriamos un mundo a su semejanza (un mundo en el que ambas va-
riables fueran independientes) y estudiarfamos qué cabe esperar que les ocurtiera a los
individuos en esta situacién. Si el modelo fuera correcto, los resultados obsetvados en
la realidad y los derivados de nuestro modelo —generados mediante alguna técnica
analitica, por ejemplo el escalonamiento proporcional iterativo— deberian de coinci-
dir. Caso contrario habremos de buscar otro modelo que si produzca esta similaridad
—para este ejemplo, todos los modelos alternativos, contrastados, estin recogidos en
el apartado siguiente. La basqueda se puede realizar mediante un proceso de abstrac-
ci6n guiado por la teoria o mediante el recurso a algiin procedimiento analitico (véase
infra). Seleccionado el modelo correcto, sdlo restaria calcular las lambdas estimadas,
con objeto de ver la importancia relativa de los diferentes efectos que influyen en la
tabla. En el grifico 1, tomado de Nigel Gilbert, se esquematiza el procedimiento que
acabamos de explicar.
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imaginario A técnica A

: analitica :
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abstraccién numérica
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I recogida '

v de los datos S/-

Mundo Procesos Datos observados
real sociales

GRAFICO 1. Diagrama esquemitico que ilustra la relacién entre los mundos «real» e «imagina-
rio» (tomado de Nigel Gilbert, 1981, pig. 5).

De este grafico se derivan las etapas a séguir en el ajuste de los modelos y los
problemas que se plantean. Resumiendo muy brevemente:

a) Seleccion del modelo.

b) Generacion de los datos esperados, en funcion del modelo seleccionado.

¢) Comparacién de los datos esperados con los datos observados, mediante la re-
alizacién de un test.

d) Si los dos conjuntos de datos no son suficientemente similares se repiten los
tres pasos previos con otro modelo diferente.

e) Si los dos conjuntos de datos son similares, es decir, si el modelo es correcto, se
puede ver la posibilidad de simplificarlo; ello supone seguir los pasos previos buscan-
do ese modelo mis parsimonioso.

f) Llegados al modelo final, ¢alculamos los parimetros del modelo para ver su im-
portancia relativa.

11.3.1. E modelo saturado para tablas 2 x 2

Llamamos modelo saturado a aquel que incluye tantos parimetros como efectos
influyen en la tabla. Si cuando hablibamos de la tabla de dos dimensiones veiamos
que habia 4 posibles efectos que podian explicar la variabilidad de sus casillas, el mo-
delo que incluya los 4 parimetros correspondientes a estos efectos le llamaremos satu-
rado. Tal como explicibamos (eq. 1), los parimetros a calcular en este modelo son g,
M, M2, MB. Veamos el cilculo de cada uno de ellos utilizando los datos de la tabla 3.

a) Efecto medio

11 ‘L
b= — pD — lOg‘F
U :‘l =1 Y
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y sustituyendo los valores correspondientes,
p = 1/4(log,197 + log,71 + log,57 + log71) = 1/4(17.84) = 4.46

b) Efecto de las filas

M = 1] € log/F,/F.

0 1,1,
i=1

Tomando el efecto de la fila 1 (variable Ingresos)
M = 1/4(log,197/57 + log,71/71) = 1/4(1.24) = .31

¢) Efectos de las columnas

I
N =1l Y (log,F, + log,F,/F

i,uoj)
i=1

Para la columna 2 (variable Estudios):

A = 1/4(log,71/197 + log,71/57) = 1/4(~.8) = —.2
Las lambdas estin sometidas a la siguiente constriccion:

A =0

/i

1~

I
TM=0;
=1

~
L[}
-

d) Efecto debido a la asociaciéon

NP = UINog (FF,, ;0 ;/Fino Fro i)
para la casilla (1,1)

M2 = 1/4log(197(71)/57(71)) = 1/4log,3.456 = .310

En este caso la constriccién es que

1
w ‘L NAB =
- aed Y
=1 g=1
lo que implica que
- - a— - B
My = =MP = =MP =M
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Veamos ahora si nuestro modelo permite predecir los valores obtenidos, tomando
como ejemplo la casilla (1,1)

logFyy = o + M + N + A\
log,197 = 446 + .31 + .2 + .31 = 5.28

Si calculamos el log, de 197 (frecuencia de la casilla 1,1) vemos que su valor coin-
cide con el 5.28 previamente obtenido —lo cual era lo previsto, puesto que el modelo
saturado siempre reproduce con exactitud los datos originales.

Los resultados obtenidos en el cilculo de cada efecto nos indican que las influen-
cias mis importantes en la casilla (1,1) se deben por igual al hecho de que los indivi-
duos se distribuyen desigualmente en la variable Ingresos y a la asociacién entre Ingre-
sos y Permiso. Menor importancia tiene la desigual distribucion de emigrantes con y
sin permiso de trabajo.

Antes de pasar a otros modelos alternativos queremos mencionar un punto pricti-
co de interés. Caso de que haya casillas con frecuencia cero se plantea la imposibilidad
de ajustar el modelo saturado y se crean problemas con el resto de los modelos. Tal
como hemos mostrado, las lambdas son combinaciones lineales de los logaritmos de
las frecuencias de las casillas. Dado que el logaritmo de cero es — o, es recomendable
afiadir a cada casilla 1/2 antes de ajustar el modelo saturado (Goodman, 1970). Esta
solucién es vilida siempre y cuando no haya una razén tedrica que justifique la exis-
tencia de los ceros —si se cruzan el sexo y el tipo de enfermedades padecidas por los
individuos, 16gicamente la casilla vardén y cincer de mama estari vacia. En este caso el
tipo de anilisis que estamos explicando hay que complementarlo con los modelos de
casi-independencia y las tablas incompletas (Upton, 1978: 102-117; Fienberg, 1977:
108-129; Knoke y Burke, 1980: 63-67).

11.3.2. Otros modelos para las tablas de 2 x 2

Hemos visto que el modelo saturado reproduce exactamente el valor de las casillas
de la tabla, pero ello era a costa de incluir todos los posibles efectos que la afectan. En
la medida en que nuestro interés consiste en encontrar la pauta de relaciones mis sen-
cilla que explique los valores obtenidos, lo que haremos es buscar otros modelos mis
parsimoniosos que cumplan esta funcion. El primer modelo que probaremos seri el
modelo de independencia. Este modelo incluye los parimetros:

logF; = pu + N + N\

Si este modelo fuese correcto, las frecuencias esperadas (F,) de cada casilla serian
F, = F,F,/F,. De esta forma estimamos las frecuencias esperadas y a partir de ellas
calculamos los parimetros de nuestro modelo —parimetros estimados por tratarse de
datos muestrales. En la tabla 8 se ofrecen las frecuencias esperadas de éste y de los
otros modelos alternativos.

Antes de proceder al cilculo de los parimetros es necesario contrastar la bondad
del modelo. Para ello calculamos el ratio de verosimilitud (Y?2), haciendo un test con
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1 grado de libertad y en el que la hipétesis nula es que hay independencia entre am-
bas variables. La ecuacién 3 nos da el resultado del cilculo de la Y2. La probabilidad
de obtener al azar una Y? = 30.97, con 1 grado de libertad, bajo el supuesto de in-
dependencia, es de .0000, por lo que rechazamos este modelo.

Rechazada la bondad del modelo anterior resulta improcedente calcular el valor de
sus parimetros. También resulta improcedente estudiar la posible bondad de modelos
alternativos con menos efectos. A pesar de ello, con objeto de poder contrastar los re-
sultados que se pueden obtener, incluimos en la tabla 8 los parimetros, frecuencias
esperadas y ratios de verosimilitud correspondientes a los diferentes modelos a ajustar
en una tabla de dos dimensiones.

TasLA 8. Resultados obtenidos al ajustar todos los modelos posibles para los datos de la tabla 3.

Modelos F, F, F F, M M N8 4, g/ Y2
Saturado 197 71 57 71 31 .2 .31 4.46 0 0
Independcncia 171.9 96.1 82.1 45.9 .369 .291 — 4.486 1 30.97
Efecto B nulo 134 134 64 64 369 — — 4529 2 63.18
Efecto A nulo 127 71 127 71 — .291 —  4.553 2 81.63
Equiprobabilidad 99 99 929 99 — — — 4595 3 113.66

Segtin cada modelo, las frecuencias esperadas son distintas, por lo que también los
parimetros tienen valores distintos. A medida que suprimimos efectos la Y2 aumenta,
como indicador de que la bondad del modelo disminuye.

11.3.3. Test de la importancia de los parametros

Al hablar del ratio de verosimilitud deciamos que este estadistico tiene algunas
ventajas de las que carece la x2. En concreto, el ratio de verosimilitud es aditivo ante
su particion para modelos anidados (nested models). Diremos que dos modelos M, y
M, son anidados si todos los efectos (la lambdas) contenidos en M, son subconjuntos
de los efectos contenidos en M,. La difetencia en Y? entre los dos modelos sirve como
test de los efectos adicionales en M,, condicional de los efectos en M,. Esta diferencia
también tiene una distribucién x2, siendo sus grados de libertad igual a la diferencia
en el nimero de parimetros ajustados en los dos modelos. Esta propiedad no se man-
tiene para la x? de Pearson; es por ello que elegimos el ratio de verosimilitud para los
tests.

Partiendo de esta propiedad de la Y2 podemos ver la importancia de cualquier pa-
rimetro haciendo el test correspondiente. Supongamos que tenemos los dos modelos
siguientes:
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Modelos g-1. Y
M, ) Y;
M, £ Y;
Parimetro (&: — &) ;- Y)
extra en M,

Podemos hacer un test para ver si la diferencia entre los dos modelos es significati-
va —es decir, ver si el parimetro extra en M, es significativo. Para ello hacemos un
test en el que la hipbresis nula (H,) sea que el parimetro extra es igual a cero, para
una Y? igual a (Y2 — Y?), con (g, — g,) grados de libertad. Veamos un ¢jemplo en
el que M, es el modelo de independencia y M, el de efecto Permiso nulo.

Modelos g-1. Y?
Independencia (u, M4, ) 1 30.97
Efecto Permiso nulo (g, M) 2 63.18
B 1 32.21

7

En este caso hariamos un test para ver si el efecto N es significativo. Una
Y? = 32.21, con 1 grado de libertad, es significativa al nivel del .0000, por lo que
concluimos que no se puede omitir A? sin que el modelo sea peor.

11.3.4. Modelos ferirquicos

Todos los modelos que vamos a considerar son miembros de una clase de modelos
llamados jerirquicos. Con palabras de G. Upton (1978: 57) estos modelos obedecen la
siguiente regla. Supongamos que el parimetro relacionado con un conjunto de va-
riables § se incluye en el modelo; entonces, el modelo debe de incluir todos los pari-
metros relacionados con cualquier subconjunto de S. Esto es lo que hemos hecho en la
tabla 2 x 2. Cuando incluiamos el parimetro relacionado con el conjunto de va-
riables A y B (\£%) también incluiamos los parimetros relacionados con los subconjun-
tos de 5, A (M) y B (N\)).

11.4. Tablas multidimensionales

En la tabla de dos dimensiones tan sdlo cabia la posibilidad de asociacién o de in-
dependencia entre las dos variables. Cuando introducimos nuevas variables los tipos
de posibles relaciones aumentan. Para ilustrar los nuevos tipos de hipétesis vamos a

utilizar una tabla de tres dimensiones, que incluye las variables A, By C.

280



ANALISIS DE TABLAS DE CONTINGENCIA: MODELOS LINEALES LOGARITMICOS
a) Hipbtesis de Independencia Mutua

Las tres variables son independientes: A es independiente de By C, y B es indepen-
diente de C. Bajo esta hipbtesis,

Py = PP P, donde P = probabilidad

El modelo cotrespondiente a esta situacién seria aquel que solo incluyera los efec-
tos de cada variable mis el efecto medio

logFy = p + M+ N+ A

b) Hipbétesis de Independencia Condicional

Existe independencia condicional entre A y B cuando ambas variables son inde-
pendientes para cada categoria de C, aun cuando A y B estén asociada cuando plega-
mos C.

En general A y B son condicionalmente independientes, dadas las categorias de C,
si

P = PP /P,
Esta hipbtesis corresponde al modelo lineal logaritmico
logFyo = p + N+ N+ Nf + M+ N

c) Hipdtesis de Independencia Miltiple

Si A y B tienen la misma pauta de asociacion para cada categoria de C, se puede
decir que A y B son independientes de C. Bajo esta hipétesis tenemos que,

P yh = P WP ook
El modelo correspondiente a esta hipétesis es
logFyy = p + M + N+ N\f + \f8

d) Hipbtesis de Interaccion

Decimos que hay interaccién cuando las tres variables estin relacionadas de tal ma-
nera que la asociacién entre dos de ellas cambia con cada nivel de la tetcera. El modelo
lineal logaritmico correspondiente a esta situacién es el siguiente:

log.Fy = p + M + M + N\f + MB 4 MS + MC + MC

Este seria el modelo saturado para la tabla de tres dimensiones. Afiadiendo las
asociaciones ¢ interacciones correspondientes se pueden generalizar estas hipétesis para
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tablas de cualquier ndmero de variables. Por ejemplo, €l modelo saturado para la
tabla de cuatro dimensiones incluirfa los efectos atribuibles a los marginales de cada
variable, las asociaciones mutuas entre las 4 variables, las 4 interacciones de tercer or-
den y la interaccién de cuarto orden. Asi,

v

logFyy =p + M + N+ N+ N+ ME+ NE+ MP + ME+ M2+ NP +

ABC ABD ACD BCD ABCD
+ )\,,-é + )\,,, + M + )\,u + )‘:)U

11.4.1. Seleccion del modelo

En el caso de que la tabla sea de dos dimensiones, la seleccion del modelo no re-
sulta complicada, dado que sdlo hay que elegir entre 5 modelos distintos. Cuando las
variables son tres, el nimero de modelos alternativos sube hasta 18, por lo que ya la
seleccién se hace mis compleja. En el caso de una tabla de 4 dimensiones, al existir
144 modelos no saturados distintos, la seleccién se haria imposible si no tuviéramos
alguna estrategia que, sin necesidad de probatlos todos, nos llevara a aquel que mejor
se ajusta a los datos, manteniendo el principio de patsimonia —por supuesto, mais
dificil serd la seleccién cuando el niimero de variables se incremente a 5, 6, etc. Hay
diferentes estrategias en la seleccién del modelo adecuado. Brown (1976) sugiere el
uso de un procedimiento que denomina screeming. Alternativamente, otro procedi-
miento ampliamente utilizado consiste en seleccionar nuestro modelo partiendo del
saturado. Este segundo procedimiento es el que vamos a explicar aqui, remitiendo al
autor citado o a otros trabajos como el de G. Upton (1980) para ver el procedimiento
del screening.

En el segundo procedimiento partimos del ajuste del modelo saturado para los da-
tos objeto de estudio, buscando las lambdas estandarizadas cuyo valor sea igual o su-
perior a +=2. Una primera aproximacién al modelo que estamos buscando setd aquel
que incluya todos estos efectos. La justificacion de este procedimiento se encuentra en
el hecho de que las lambdas que nosotros obtenemos son estimadores de las lambdas
poblacionales. Cuando el tamafio de la muestra sea grande y bajo la hipétesis de que
la lambda verdadera es igual a cero, la razén (lambda estimada/ertor estindar) tiene
una distribucién aproximadamente normal con media cero y varianza uno. En esta si-
tuacién un valor de la lambda estimada mayor que (+2) es significativa al nivel del
.05.

Una vez obtenido este modelo de partida procedemos a buscar otro que mejore el
ajuste previamente obtenido. A semejanza con la regresién de pasos procedemos, 1) a
eliminar aquellos patimetros que nos lleven a un modelo que ajuste los datos que sea
mis parsimonioso que el anterior, y 2) a afiadir parimetros que cuando se incluyan en
el modelo de partida proporcionen una mejora significativa del ajuste.

A continuacién incluimos un ejemplo que ilustra el procedimiento mencionado,
junto a los principios discutidos hasta este momento; para ello utilizamos los datos de
la tabla 1. En este ejemplo ilustrativo analizamos los datos en cuestién, estudiando la
pauta de relaciones entre las variables (modelo general lineal logaritmico); la influen-
cia de Estudios, Antigiiedad y Permiso de Trabajo (variables independientes) sobre los
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Ingresos (variable dependiente) (modelo logit); y el estudio de las relaciones causales
entre todas las variables, mediante la construccién de un modelo causal.

11.5. Modelo general lineal logaritmico

Con objeto de encontrar el mejor modelo para nuestros datos hemos seguido la
estrategia de ajustar el modelo saturado, buscando las lambdas estandarizadas cuyos
valores sean iguales o supetiores a2 +2. Procediendo de tal manera y utilizando el
programa BMDP obtenemos los resultados de la tabla 9.

TABLA 9. Valores estandarizados de las estimaciones.

I 2.755 EP 2.039
P 3.225 EA, — 588
A, —6.561 EA, —1.088
A, 5.617 EA, 1.811
A, 3.477 A,PI 218
E - 491 API  —1.280
PI 4.255 A,PI 914
Al —3.300 EPI — 423
Al 163 . EAJ 326
Al 4257 EA,l - .820
El 2.159 EA,l - 544
AP 1130 EAP 704
AP —2.094 EAP  — .820
AP 463 EAP — .169

EAPI - 937

EA,PI 2.064

EAPL  — .692

De acuerdo con los resultados de la tabla 9 elegimos como candidato a mejor mo-
delo aquel que incluye las lambdas correspondientes a las asociaciones Educacién-
Permiso de Trabajo (a partit de aqui EP), Antigiiedad-Permiso (AP), Educacién-
Ingresos (EI), Antigiiedad-Ingresos (AI) y Permiso-Ingresos (PI). Siguiendo nuestro
criterio de seleccion deberiamos de incluir también la interaccién entte las 4 variables
(IPAE), dado que su valor estandarizado es 2.064. No procedemos asi, asumiendo
que ésta es una de cada 20 veces que se obtiene este valor al azar. De acuetdo con la
argumentacién de Upton en uno de los ejemplos de su libro (1978, p. 77), suponemos
que si IPAE fuera una interaccién verdadera habriamos encontrado interacciones de ter-
cer otden significativas; mirando a los valores correspondientes vemos que no es éste el
caso, las 4 interacciones de tercer orden estin lejos de ser significativas.
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El préximo paso en nuestro anilisis es ajustar el modelo EP, AP. EI, Al, P, para ver
si se trata de un modelo cotrecto. La tabla siguiente ofrece los resultados:

Parimetros g1 Y? P x? P

EP, AP, EI, Al PI 11 12.19 .3495 12.27 .3435

En funcién de los resultados del test vemos que el modelo ajusta bien:
Y? = 12.19, con 11 grados de libertad, es un valor tipico pata una observacién de
una distribucién x2. Hemos llegado a un modelo simplificado que explica nuestros
datos sin considerar la asociacion entre Educacién y Antigiiedad, las 4 interacciones de
tercer orden y la interaccién de cuarto orden. Sin embargo, todavia quedan 9 para-
metros y vamos a ver si podemos encontrar un modelo mis simple. La tabla 10
muestra los resultados al suprimir de una en una cada una de las 5 asociaciones del
modelo.

TABLA 10. Eliminacién de las 5 asociaciones.

Parimetro Resultado
Modelo Parimetros yaA Y? a prucba de la prueba
1 EP, AP, EI, Al, PI 11 12.19 Modelo Modelo ajusta bien
2 AP, EI, Al PI 12 17.53 EP Significativo (P = .0208)
3 EP, EI, Al, PI 13 18.53 AP Significativo (P = .0421)
4 EP, AP, Al PI 12 20.43 El Significativo (P = .0041)
5 EP, AP, EI, PI 13 37.73 Al Significativo (P = .0000)
6 EP, AP, EI, Al 12 33.46 PI Significativo (P = .0000)

Si suprimimos el parimetro EP, ajustando el modelo 2, vemos que el modelo no
es significativo —la probabilidad de obtener al azar una Y2 = 17.53, con 12 grados
de libertad, bajo la hipétesis de que el modelo es correcto, es .1307—; sin embargo,
éte no es el caso del parimetro bajo test, que es significativo al nivel del .05
(P = 0.208). Esto significa que no podemos suprimir la asociacién entre Educacién y
Estudios. A continuacién suptimimos el resto de los parimetros incluidos en el mode-
lo 1. Tal como vemos en la tabla 10 todos los parimetros que contrastamos son signi-
ficativos, especialmente aquellos que relacionan los Ingtesos de los emigrantes con las
otras tres variables. Debemos concluir que no se puede suprimir ningiin parimetro de
nuestro modelo original, sin que haya un empeoramiento significativo del ajuste.

Después de considerar la eliminacién de algunos parimetros estudiamos la posibi-
lidad de mejorar el ajuste mediante la inclusién de nuevos efectos. La tabla 11
muestra la seleccion de los parimetros.
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TABLA 11. Seleccién de los parimetros.

Parimetro Resultado

Modelo Parimetros gl Y? a prueba de fa prucba

7  AE, EP, AP, El, Al PI 9 9.46 AE No significativo
(P = .3962)

8 PAE, EI, Al, PI 7 8.11 EP No significativo
(P = .3952)

9 EPI, AP, Al 10 12.11 EPL No significativo
(P = .7913)

10 API, PE, IE 9 9.12 IPA No significativo
(P = .2554)

11 EAI EP, AP, PI EAI No significativo

El primer candidato a ser elegido es la asociacién entre Antigiiedad y Educacién.
Hacemos un test de la diferencia entre los dos modelos (1 y 7), con 2 grados de liber-
tad y una Y? = 2.73, bajo la hipétesis de que AE = 0, y vemos que este parimetro
no es significativo (P = .3962), llegando a la conclusién de que no hay una mejora
significativa del ajuste por el hecho de incluir este parimetro. Obviamente, los si-
guientes candidatos son las 4 interacciones de tercer orden. A partir de los resultados
de la tabla 11 concluimos que ninguno de ellos es significativo. Poniendo juntos los
tresultados de la eliminacién y seleccién de parimetros concluimos que el modelo 1 es
el mis parsimonioso. Para darse una idea de la bondad del modelo ofrecemos en la

tabla 12 las frecuencias estimadas de cada casilla.

TABLA 12. Frecuencias esperadas segin el modelo EP, AP, EI, Al, PIL

Ingresos

Estudios Antigiiedad Permiso Bajos Altos
Inferiores 1960-70 No 10.0 6.5
Inferiores 1960-70 Si 2.5 4.8
Inferiores 1971-77 No 41.2 11.3
Inferiores 1971-77 Si 16.7 7.0
Inferiores 1978-80 No 72.2 8.7
Inferiores 1978-80 Si 16.4 5.9
Superiores 1960-70 No 6.0 7.5
Superiores 1960-70 Si 25 9.2
Superiores 1971-77 No 24.6 13.0
Superiores 1971-77 Si 16.6 26.1
Superiores 1978-80 No 43.0 10.0
Superiores 1978-80 Si 16.3 11.3
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Tal como se puede ver, no hay grandes diferencias entre los valores observados y
los estimados —tal como sabiamos a partir de la realizacién del test de la x2.

Una vez que hemos llegado al modelo final hay que calcular los valores de los pa-
rimetros con objeto de estudiar su importancia relativa. En la tabla 13 incluimos los
parametros estimados bajo el modelo EP, EI, AP, Al, PI. Damos las lambdas y sus ex-
ponenciales, las taus.

TABLA 13. Parimetros estimados bajo el modelo EP, AP, EI, AI, PIL.

Efecto A T

Gran media 2.471 11.84
I .203 1.225
P .229 1.257
A, - 772 462
A, 454 1.575
A, 318 1.374
E — .032 .968
PE .128 1.136
PA, .067 1.069
PA, — a7 837
PA3 11 1.117
IE .163 1.117
IA, — 423 655
IA, .007 1.007
1A, 416 1.516
IP .273 1.314

De acuetrdo con los parimetros estimados es posible predecir las frecuencias espera-
das de las casillas. Los parimetros incluidos en el modelo son aquellos necesarios para
explicar los valores de las casillas, y sus tamafios indican la importancia de cada uno -
de ellos. El modelo 1 sefiala que el logaritmo de la probabilidad de la casilla (7, 7, 4,
/) viene dado por

log PR = p + N+ N+ N+ AN+ NP+ Nf + NF + NA + NF

Esta es la forma aditiva de nuestro modelo general logaritmico lineal 2. Si queremos
estimar el logaritmo de la probabilidad de las casillas que requieren parimetros no
incluidos en la tabla 13 (columna de las lambdas), su valor es el mismo que el de
aquellos que si aparecen en la tabla, viniendo su signo determinado por los

2 Si quisiéramos expresar nuestro modelo en funcién de las frecuencias de las casillas, en vez de sus lo-
garitmos, s¢ pueden cambiar las lambdas por sus exponenciales. Llamando 4 (eta) al exponencial de p y 7(
tau) a los exponenciales de las lambdas, tendriamos el siguiente modelo multiplicativo:

PAE IP_JA_IE_PA_PE
R Ak L
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subindices. Por cada ndmero 2 que aparece en el subindice hay que multiplicar el va-
lor dado por (—1). Por ejemplo N4 = .416, mientras que N4 = .416(—1) = — .416.
De acuerdo con esta explicacién, el logatitmo de la probabilidad de la casilla (1, 2, 3,
1) se estima de la forma que sigue:

log FFPAE = 2.471 + .203 + (—.229) + .318 + (—.032) + (—.273) +
+ 416 + .163 + (—.111) + (—.128) = 2.798

Y la frecuencia estimada es exp(2.798) = 16.41, que es el ndmero de la casilla (1, 3,
2, 1) en la tabla 12. '

Hasta el momento hemos explicado la forma de seleccionar el modelo, veamos
ahora su interpretacién. En funcion de nuestros resultados podemos decir que no hay
interacciones de tercer o de cuarto orden. Todo lo que tenemos en nuestro modelo
son las asociaciones entre (en orden decreciente de importancia):

— IA: Ingresos y Antigiiedad en el pais. Los sudamericanos que llegaron a Espafia
en el periodo 1978-80 es mis probable que tengan ingtesos bajos (.416). Aquellos
que llegaron en los afios 60 son los que tienen mayores ingresos (—.423).

— IP: Ingreso y Permiso de trabajo. Aquellos que no tienen permiso de trabajo
tienen ingresos bajos (.273).

— IE: Ingresos y Educacién. Tener estudios inferiores significa tener ingresos bajos
(-163).

— PE: Permiso y Educacion. Es mis ficil obtener permiso de trabajo si se dispone
de un nivel superior de estudios (.128).

— PA: Permiso y Antigiiedad. Los que llegaron entre 1978-80 es mis probable
que no tengan permiso de trabajo (.111).

Junto con las 5 asociaciones debemos considerar los marginales de cada variable.
Los marginales se interpretan como el efecto de una distribucién desigual de los entre-
vistados en cada variable. Y vemos que la influencia mis importante proviene de los
marginales de la variable Antigiiedad.

11.6. Modelo Logit

Una vez que hemos visto la pauta de relaciones podemos estar interesados en el es-
tudio de los efectos de un conjunto de facfores (variable independientes) sobre otra
variable considerada como respwesta (variable dependiente), tal como hacemos en la
regresion miltiple —Goodman denomina al modelo logit «enfoque modificado de la
regresion» (Goodman, 1972). Vamos a considerar el Ingreso de los emigrantes como
respuesta, estudiando la influencia de Antigugdad, Educacién y Permiso. En este ca-
so, en lugar de explicar los logaritmos de las casillas lo que se explica son las razones
condicionales (o los logaritmos de las razones condicionales) de la variable dependien-
te.

Cuando se ajusta un modelo /og## se consideran todas las asociaciones e 1nterac-
ciones significativas que incluyen la variable dependiente, junto con la interaccion
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entre las variables independientes. Esta inclusién es la diferencia principal entre el
procedimiento de estimacién de los modelos logaritmicos lineales y los modelos logit.
Tal como Knoke y Burke (1980: 26) explican, lo que interesa es encontrar qué efectos
de los que incluyen la variable dependiente son significativos; y para llegar a este
punto se utiliza un modelo base que asume que todos estos efectos son igual a cero
—&ste es el caso cuando se tiene un modelo con dos parimetros: la variable depen-
diente y la interaccién entre las independientes.

En el ejemplo que estamos siguiendo, el modelo logit saturado tendria esta forma:

log,_L_f WL = M 4 2NP 4+ 2NA 4 2NE 4 2NPA 4 2NPE 4 2NME 4 J)\PAE
2kl

y suprimiendo los logaritmos y utilizando la notacién de Goodman (1972), tenemos
S =B+ BF + B+ BF + BIA + BIEE + BUE + NIJE

donde &, es el logaritmo de la razon condicional de Ingresos, y las 8 cotresponden a
las X (ejemplo, B¥ =

Con objeto de estimar los parimetros para la ecuacion procedemos de igual mane-
ra que en el modelo general logaritmico lineal. Ajustamos el modelo saturado, bus-
cando las lambdas que incluyan la variable dependiente (Ingresos) con un valor estan-
darizado igual o mayor a +2. Si miramos la tabla 9 vemos que éstos son A}, )\;”, AA
ME. Por la misma razén ofrecida anteriormente no incluimos Mf4£. Ahora se ajusta cl
modelo IP, 1A, IE, PAE, obteniendo una Y2 = 8.11, con 7 grados de libertad. Este
valor no es significativo (P = .3226). Este modelo da las frecuencias esperadas de la

tabla 14.

TABLA 14. Frecuencias esperadas segiin el modelo IP, 1A, IE, PAE.

Ingresos

Estudios Antigiiedad Permiso Bajos Alros
Inferiores 1960-70 No 10.2 6.8
Inferiores 1960-70 St 1.7 3.3
Inferiores 1971-77 No 37.5 10.5
Inferiores 1971-77 Si 15.7 13.3
Inferiores 1978-80 No 75.2 9.8
Inferiores 1978-80 St 18.7 7.3
Superiores 1960-70 No 6.0 7.0
Superiores 1960-70 Si 3.1 10.9
Superiores 1971-77 No 28.1 13.9
Superiores 1971-77 Si 17.7 26.3
Superiores 1978-80 No 39.9 9.1
Superiores 1978-80 St 14.2 9.8
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A partir de los datos de la tabla 14 vemos el amplio recorrido de las razones. La
mayor corresponde a las condiciones bajo nivel de educacion, recién llegados (1978-
80) y sin permiso para trabajar: la razén de ingresos bajos a altos para un emigrante
en esas circunstancias es de 7.67 a 1.00 (75.2/9.8). En el lado opuesto, la razén de
ingresos bajos a altos para emigrantes con estudios superiores, llegados en los 60 y con
permiso de trabajo tiene un valor de .284 a 1.000. Ahora bien, ¢qué explicacion hay
para que se den estas grandes diferencias?, ¢qué influencia tiene cada variable inde-
pendiente? Podemos encontrar una respuesta cuando estudiamos los parimetros de la
ecuacién logit. Para €l caso general esta ecuacién incluye los siguientes parimetros:

S, =8+ BY + BE + BF

Y para la primera de las razones que acabamos de poner como ejemplo, mirando los
valores correspondientes en la tabla 15 tenemos:

&, = 4074 + .554 + .798 + .282 = 2.0414

El exponencial de 2.0414 es igual a 7.70 —es decir, excepto etrores de redondeo, la
razén esperada de la tabla 13.

TABLA 15. Parimetros estimados segiin el modelo IP, IA, IE, PAE.

Efecto A B ¥ N (estandarizada)
I .2037 .4074 1.503 3.032
1P 277 .554 1.74 4.645
IA, - 415 —.830 436 —3.759
IA, .015 .030 1.030 .182
IA, -399 .798 2.221 4.626
IE .141 .282 1.325 2.397

El mismo valor de 7.67 es el que se obtiene cuando se omiten los logaritmos en
toda la ecuacién. La razdén esperada de Ingresos se calcula asi:

Qs = v {"7§ ' donde Qi = h y v = expB
Fys

Q,, = (1.503X1.74)2.222)(1.325) = 7.69

Vamos a utilizar esta forma multiplicativa del modelo Jogi# para interpretar los re-
sultados obtenidos:

1. La raz6n de ingresos bajos a altos para un emigrante elegido al azar es de
1.503 a 1.000.

289



2. Controlando por Educacioén y Antigiiedad, la razén de Ingtesos bajos a altos
pata un individuo sin permiso de trabajo es de 1.74 a 1.00. Suponiendo que todos los
emigrantes tuviesen iguales estudios y antigiiedad en el pais, por cada uno sin permi-
so que tenga ingresos altos nos vamos a encontrar 1.74 con ingresos bajos.

3. Controlando por Permiso y Educacién, la razén de ingresos bajos a altos para
un emigrante llegado entre 1978-80 es de 2.22 a 1.00. En el caso de un emigrante lle-
gado entre 1960 y 1970 la razén es de .436 a 1.000 —o, lo que es lo mismo, 1.00 a
2.29. La relacion entre Ingresos y la categoria 1971-77 de Antigiiedad no es significa-
tiva —en la tabla 15 vemos que su valor estandarizado es .182.

4. Finalmente, controlando por Permiso y Antigiiedad la razén de ingresos bajos
a altos para un emigrante con nivel de estudios inferiores es de 1.325 a 1.000.

Es evidente a partir de los resultados comentados que la influencia mis importante
sobre Ingresos es aquella debida a la Antigiiedad de los emigrantes en el pais. Si
expresamos esta influencia en porcentajes se puede decir que el 39.1% del logaritmo
de la razdn condicional (.798/2.0414) esti explicado por la relacién que hay entre
Ingresos y Antigiledad. Le sigue en importancia la influencia de Permiso (27.1%), y
finalmente Educacién (13.8%). Puesto que no hay interaccién significativa, esta
pauta de influencias se mantiene en todas las circunstancias. Parece que ser paciente y
esperar a llevar muchos afios en Espaiia es lo mds importante para tener ingresos altos.
Por otro lado, no tiene gran importancia el nivel de estudios conseguido.

11.7. Modelos Causales

Todo lo que hemos hecho en el punto anterior es ajustar un modelo de la forma
«Ingresos esta directamente influenciado por Permiso, Antigiiedad y Educaciéns. Tal
afirmacién se puede simbolizar en un grafo como el de la figura 2.

GRAFICO 2. Figura ilustrativa, sélo con efectos directos.

Permiso

Antigiiedad > Ingresos

Pero podemos estar también interesados en las relaciones entre las variables indepen-
dientes. Si tenemos una teoria que nos dice cuiles son las relaciones, es posible eva-
luar esta teorfa utilizando un modelo causal. Por ejemplo, podemos asumir la pauta
de relaciones del grafico 3, intentando calcular el tamafio de cada asociacién, entre las
variables.

Con objeto de calcular estos efectos, cuando se trata con variables cuantitativas se
puede utilizar la técnica del parh analysis (Duncan, 1966, 1975; Sanders, 1980) o el
sistema mis general implementado en el programa LISREL (Joreskorg y Van Thillo,
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1973; Saris, 1980). Para variables categobricas, Goodman (1973a, 1973b, 1979) ha de-
sarrollado un método que trata de ser similar al pazh analysis. El paralelismo se rompe
en varios aspectos. Primero, de acuerdo con Fienberg (1977: 105) no esti clara la posi-
bilidad de usar sistemas no recursivos con los modelos /ogsz. Segundo, cuando se
tienen politomias no hay un solo valor para el efecto de una variable sobre otra. Y
tercero, no es posible descomponer el tamaiio de los efectos de las variables, midiendo
los efectos causales y los espreos.

GRAFICO 3. Figura ilustrativa con efectos indirectos.

Estudios

>Pcrmx Ingresos
Antigi'icda d /

Aparte de las diferencias mencionadas, a la hora de calcular los efectos de las va-
riables antecedentes sobre las consecuentes se procede como en el parh analysis, ajus-
tando una serie de ecuaciones /og## a las tablas plegadas que determinen la especifica-
cién de nuestro modelo. Tenemos tres variables consecuentes, luego se-ajustan tres
ecuaciones Jogé# a las tablas plegadas —segiin palabras de Goodman (1979: 1084), el
orden de prioridad de las variables determina qué modelos son relevantes y los mode-
los, a su vez, determinan qué tablas son las relevantes.

Primera variable consecuente es Antigiiedad, que depende de la Educacién. Por lo
tanto, fijamos un modelo /Jogiz que explique la razdn (o el logaritmo de la razén) de
Antigiiedad. Y este modelo se aplica a la tabla de dos dimensiones Educacién-Anti-
giiedad, plegando Permiso e Ingresos. La segunda variable consecuente es Permiso de
Trabajo, con Educacién y Antigiiedad como precedentes. Ahora se ajusta el modelo
relevante, aplicado a la tabla de tres dimensiones Educacién-Antigliedad-Permiso
—plegando Ingresos—, que explica la razén de Permiso. Finalmente tenemos Ingre-
sos, con Permiso, Educacién y Antigiledad como variables antecedentes. Ajustamos
un modelo que explique la razén (o el logaritmo de la raz6n) de Ingresos bajos a altos
a partir de la tabla de 4 dimensiones.

Comenzando con el primer modelo, puesto que el modelo de independencia da
una x2 = 7.4, con 1 grado de libertad (P = .0243), concluimos que ambas variables
estin relacionadas. Ajustando el modelo saturado al cruce de Educacién-Antigiiedad
obtenemos los parimetros estimados que aparecen en la tabla 16.

Debido a los valores estandarizados de la tabla 16 s6lo vamos a considerar significa-
tiva la asociacién entre Educacién y Antigiiedad (1978-80). El significado de esta aso-
ciacién es como sigue: la gente que emigrd en los 60 tenia mis estudios que aquellos
que lo hicieron a partir de 1978 —la razén de educacién inferior a superior para un
emigrante del 1978 es de 1.433 a 1.000.

A continuacién analizamos la tabla de 3 dimensiones AEP, plegando I, y ajustan-
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TABLA 16. Parimetros estimados segiin el modelo saturado.

Efecto A B Y
EA, —-.12 —.24 .786
EA, —.07 —-.14 .869
EA, .19 .36 1.433

do el mejor modelo. Después de ajustar diferentes modelos legamos a AE, AP, EP.
Este modelo tiene una Y? = 1.14, con 2 grados de libertad (P = .5643). Los pari-
metros estimados son los de la tabla 17.

" TABLA 17. Parimetros estimados segtin el modelq AP, EP, AE.

Efecto N B ¥ \ (estandarizada)
AP —.013 —.026 974 - .122
AP —.148 —.296 743 —-1.911
AP .161 .322 1.380 2.061
EP 172 .344 1.410 3.218

Nuestro tetcer modelo incluye las 4 variables. El modelo que mejor ajusta los da-
tos es el mismo que el obtenido cuando explicibamos el modelo logit IP, IA, IE,
PAE, cuyos parimetros estimados estin en la tabla 15.

Cuando acumulamos los resultados de los tres modelos precedentes obtenemos el
modelo recursivo del grafico 4. Este modelo ajusta las tablas marginales EA,, EP, AP,
EI, PI, A A,I y tiene uha Y? = (0 + 1.14 + 8.11) = 9.25, con
(0 + 2 + 7) = 9 grados de libertad (P =-.414). De esta manera, este modelo recur-
sivo proporciona un buen ajuste de nuestros datos.

GRAFICO 4. Modelo lineal logaritmico para los datos de la Tabla 1.

Estudios
(inferiores)
13 25
1.433 Permiso 1.74 Ingresos

(no) > (Bajos)

222
v
Antigiiedad )
(78-80) :
Antigiiedad
(60-70)
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Con respecto a la interpretacion de estos resultados, podemos decir que el valor de
cada flecha indica el efecto de la variable independiente sobre la razén de la depen-
diente, controlando por el resto. Vemos asi que la influencia mis importante sobre
Ingresos se debe a la Antigiiedad: la razén de Ingresos bajos a altos para un emigrante
recién llegado a Espafia es de 2.22 a 1.00. En el caso del emigrante antiguo la razdén
es negativa. Para este grupo hay mis individuos con ingresos altos: por cada persona
con ingresos bajos hay 2.3 (1/.436) que son «ricos». Ademis de esta influencia directa
hay otra indirecta a través de Permiso. No podemos calcular su tamafio pero podemos
decir que opera en un sentido positivo: los recién llegados no tienen permiso de tra-
bajo y los que no tienen permiso tienen ingresos bajos.

Permiso tiene una influencia positiva sobre Ingresos. La razén de Ingresos para una
persona sin permiso, controlando por Educacion y Antigiiedad, es de 1.74 a 1.00. Es-
to significa que dos individuos con igual estudios y llegados al mismo tiempo, si uno
no tiene permiso para trabajar su razoén de ingresos bajos a altos serd de 1.74 a 1.00,
mientras que la misma razén para el emigrante con permiso seria de .574 a 1.000.
Junto a este efecto directo de Permiso sobre los Ingresos debe de haber una influencia
espiirea debido al hecho de que ambas variables estan asociadas con Educacién y An-
tigiiedad.

Finalmente, Educacién tiene también una asociacién positiva sobre Ingresos (ba-
jos); su valor es de 1.325. Ademis de este efecto directo hay otro indirecto a través de
Permiso y de Antigiiedad que aumenta la influencia total de los Estudios sobre los
Ingresos —los signos de todos los caminos indirectos son positivos, asi que, aun cuan-
do no podamos calcular el efecto indirecto total si podemos decir que es positivo.

Con esta interpretacién de los resultados concluimos la explicacion de los modelos
lineales logaritmicos.

Programas de ordenador

ECTA (Everyman’s Contingency Tables Analyser)

El programa funciona en batch3. Como algoritmo utiliza el <escalonamiento proporcional
iterativos (ver texto). Requiete el uso de un gran ordenador, pudiéndose obtener econdmica-
mente de

Leo A. Goodman
Department of Sociology
University of Chicago
1126 East 59th Street
Illinois 60637

U.S.A.

BMDP (Biomedical Computer Program)

Dentro de este paquete se incluye un programa (el 4F) para el anilisis de modelos lineales
logaritmicos. Al igual que ECTA utiliza el escalonamiento proporcional iterativo. Funciona en
batch y el paquete se encuentra en la mayoria de los grandes Centros de Cilculo.

3 Sistema por ¢l cual los datos sc le proporcionan al ordenador (normalmente en fichas) para que éste,
después de varios minutos, horas o dias, devuelva los resultados al usuario.
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GLIM (Generalised Linear Modelling)

Se trata de un paquete muy potente, disefiado para todas aquellas técnicas derivadas del
modelo lineal. Utiliza como algotitmo los «minimos cuadrados iterativoss (ver texto). Funciona
interactivamente y requiere de un potente ordenador. Se puede obtener en

Numerical Algorithms Group Ltd.
13 Banbury Road

Oxford OX2 6NN

Inglaterra

LOGLIN

De acuetdo con su creador, el programa estd pensado para pequefios ordenadores y funciona
interactivamente. Utiliza el escalonamiento proporcional iterativo (ver texto). Se puede obtener
en

G. N. Gilbert
Department of Sociology
University of Surrey
Guildford GU2 5XH
Inglaterra

4 En este modo el usuario se relaciona directamente con el ordenador, via un terminal, obteniendo los
resultados inmediatamente.
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12. Analisis de Tablas de Contingencia:
Sistema de las Diferencias de Proporciones
(Exégesis del trabajo de James A. Davis)

pot Juan Javier Sinchez Carrion

12.1. Introduccién

En una serie de articulos (1976, 1979, 1980, 1982), Davis explica la metodologia
desarrollada por €l para analizar las tablas de contingencia. Entendemos que esta
metodologia resulta especialmente interesante para el tratamiento de variables nomi-
nales y ordinales. Todos los articulos son relativamente faciles de comprender para el
estudiante o el investigador con unos conocimientos bisicos del anilisis tabular. Por
tanto, el objetivo de estas piginas es presentar parte de la obra del autor —dispersa
en diferentes publicaciones y escrita en inglés— resumida en un solo articulo, facili-
tando asi su divulgacioén.

En el capitulo de este niimero donde se explican lo modelos lineales logaritmicos
ya se justifica la oportunidad de utilizar esa técnica, asi como los sistemas de la D, a
la hora de estudiar tablas multidimensionales. Los sistemas de la D es un método ba-
sado en tres ideas principales. En primer lugar utiliza las diferencias de porcentajes (o
proporciones) como medida base de asociacién. En segundo lugar, esta técnica parte
del «paradigma de la elaboracion», desarrolado por Lazarsfeld y Rosenberg (1955) y
Rosenberg (1968), y va mis alld asignando valores a las relaciones conceptuales defini-
das por esos autores a la vez que disefia un sistema total. Por altimo, sigue los princi-
pios flow graph, con el fin de representar los sistemas lineales en forma de grafo (Da-
vis, 1979). En pocas palabras, tal como indica el profesor Davis, el sistema de la D
es un intento de seguir el trabajo de los econémetras sin olvidar que la mayoria de las
variables sociales son cualittivas, por lo que se necesita del anilisis tabular.

Para explicar los sistemas de la D vamos a utilizar los datos procedentes de una in-
vestigacidn sobre emigrantes iberoamericanos en Espafia. La investigacion fue llevada
a cabo en 1981 por Gloria Lutz y Miguel Roiz, quienes amablemente me permitieron
hacer uso de los resultados de su encuesta. En la medida en que no estamos interesa-
dos en conclusiones de tipo sustantivo, sino en la exposicién de una técnica de anili-
sis, vamos a asumir que la muestra era aleatoria simple, al tiempo que recodificamos
las variables objeto de estudio.

Tenemos datos de 4 variables. Estudios, recodificada en nivel inferior (menos de
titulo de grado medio) y nivel superior (titulo de grado medio o mis). Antigiiedad en
el pais, recodificada en aquellos que llegaron a Espafia de 1960 a 1970, del 71 al 77 y
de 1978 a 1980. Permiso de Trabajo, con las categorias no y si. Por altimo, Ingresos,
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recodificada en bajos (la mediana de la distribucién o menos) y altos (mis de la me-
diana). Los datos correspondientes aparecen en la tabla 1.

TABLA 1. Datos para el Anilisis.

Ingresos

Estudios Antigiiedad Permiso Bajos Altos
Inferiores 1960-70 No 10 7
Inferiores 1960-70 Si -2 3
Inferiores 1971-77 No 39 9
Inferiores 1971-77 St 15 14
Inferiotes 1978-80 No 75 10
Inferiores 1978-80 St 18 8
Superiores 1960-70 No 7 6
Superiores 1960-70 Si 2 12
Superiores 1971-77 No 23 19
Superiores 1971-77 St 22 22
Superiores 1978-80 No 43 6
Superioses 1978-80 $i 12 12

268 128

12.2. Diferencia de Proporciones
Tomando como referencia los datos de la tabla 2, supongamos que se quiera estu-

diar la relacién entre las dos variables. A tal fin, la simple constatacién de los datos
que aparecen en la tabla resulta poco informativa.

TaBLA 2. Cruce de Permiso de Trabajo con Ingresos.

Permiso (X))

Ingresos (X,) No Si Total
Bajos 197 71 268
Altos 57 71 128
Total 254 142 396

Si queremos estudiar la asociacién entre Ingresos y Permiso de Trabajo es conve-
niente comparar las frecuencias de las casillas con alguna medida o norma. Dos posi-
bilidades son: comparar las frecuencias de las casillas entre si o compararlas con los
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marginales. En el primero de los casos lo que hacemos es calcular razones (odds) (vé-
ase el capitulo 11 de este mismo libro «Anilisis de Tablas de Contingencia: Modelos
lineales logaritmicos»). En el segundo estudiamos los porcentajes o proporciones. Su-
pongamos que se quiera estudiar la posible influencia del Permiso en el hecho de te-
ner ingresos bajos. Entre los individuos con Permiso de trabajo, 71/142 = .5 tienen
ingresos bajos; entre los individuos sin Permiso, la proporcion es 197/254 = .776. La
diferencia entre ambas cantidades .776 — .500 = .276 puede considerarse como una
medida de asociacién. El cuadro 3 muestra la forma de presentar estos cilculos.

TaBLA 3. Proporcion «ingresos bajos», segiin Permiso de Trabajo.

Permiso Proporcion «ingresos bajos»
No 776 (254)
St .500 (142)

d = (.776 — .500) = .276

De momento, podemos interpretar estos resultados en términos de colectivos o en
términos individuales. Podemos decir que en el colectivo de los individuos sin Permi-
so de Trabajo, la proporcidn que tiene ingresos bajos es supertior a la que existe en el
grupo de los que si tienen Permiso (.276 superior). Alternativamente se puede hablar
de que un individuo sin Permiso es mucho mis probable que tenga ingresos bajos
que otro con Permiso de Trabajo (.276 mis probable).

Entre las propiedades de la diferencia de proporciones (a partir de ahora &) pode-
mos decir que su valor es cero cuando las dos variables son independientes, teniendo
un miximo de +1.000 y —1.000, segiin que la asociacién sea positiva 0 negativa,
respectivamente. Otra propiedad es que la & no se ve afectada en su valor absoluto
por el cambio de orden de las categorias de la variable independiente, aun cuando si
cambia su signo. Si vemos la & de «con Permiso» menos «sin Permiso», su valor serd
igual a —.276.

Una desventaja de la &, con relacién a las razones, es su asimetria. La tabla 4 nos
da los tesultados si calculamos la 4 de la proporcién de «sin Permisos.

TABLA 4. Proporcion «no Permiso», segiin Ingresos.

Ingresos Proporcion eno Permiso»
Bajos .735 (268)
Altos .445 (128)

d = (735 — .445) = .290
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La 4 de Permiso es mayor que la 4 de Ingresos. Este hecho es importante y obliga-
i a que en la aplicacién que se haga de esta medida a la construccion de modelos
causales sea necesario especificar cotrectamente el orden de las variables. Como regla
digamos que la variable independiente debe de dar las categorias, mientras que se cal-
culan las proporciones de estas categorias para una categoria de la variable dependien-
te. Es decir, entre los cuadros 3 y 4, el primero seri el correcto.

12.3. Inferencia estadistica utilizando proporciones y diferencias de proporciones

A partir de los conocimientos bisicos de estadistica sabemos que una proporcién
(P) no es mas que la media para una variable codificada 0 y 1; y que la varianza de
una proporciéon (P) es igual a P(1 — P) (Wonnacott y Wonnacott, 1977: 167). Cuan-
do queremos estimar la proporcién poblacional (7), a partir de la proporcién muestral
(P), podemos construir un intervalo de confianza utilizando la desviacién tipica

muestral de la proporcion: o, = / AlL-P) Asi, # = P = Zo,.
”

Con relacion a la 4, ésta no es sino una combinacién lineal de proporciones. Asi, la
desviacion tipica muestral de la &(0,) sera igual a:

\/P,(I—P,) . BU—B)

”, n,

y la & poblacional (D),

D:d:l:Zod

Tomando como ejemplo la & de Ingresos, veamos en el siguiente cuadro (tabla 5)
el cilculo de la desviacion tipica muestral.

TABLA 5. Varianza muestral de la & de Ingresos y Permiso de Trabajo.

Permiso Proporcién singresos bajoss (1L-pP 1 -P ” Al - P)in =9,
No .776 .224 .174 254 .000684
St .500 .500 .250 142 .001760
396 .002444

La desviacion tipica muestral serd v.00244 y la D poblacional estard comprendida
en el intervalo (con un nivel de confianza del 95%) .276 + (1.96v.00244 ), que va de
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.3728 a .1792". Utilizando los intervalos de confianza para ver la significatividad de la
d (Wonnacott y Wonnacott, 1977: 241) comprobamos que su valor es distinto de cefo,
al nivel de significacién del .05.

12.4. Ecuaciones lineales y su representacion en grafos

Las ecuaciones lineales se componen de variables, constantes y coeficientes. Asi, la
relacién lineal entre dos variables se representa por la ecuacién X, = K + 2X,, don-
de X, y X, son las variables; K es la constante, igual al valor de X, cuando X, = 0;y
a es un coeficiente que expresa el cambio de valor de X, cuando X, varia en una uni-
dad.

Cuando se pasa de 2 a mis variables, sus relaciones se pueden representar median-
te una serie de ecuaciones. Un ejemplo que incluyera las relaciones entre 4 variables
podria resumirse con el siguiente conjunto de ecuaciones:

X, = aX, + K, (1]
X, = bX, + K, (2]
X, = —cX, + dX, — eX; + K| (3]

El sistema tiene 4 variables, 3 constantes y 5 coeficientes. Mediante una serie de
manipulaciones algebriicas podemos hallar las propiedades del sistema. Sin embargo
resulta mis sencillo describir esas propiedades si traducimos este conjunto de
ecuaciones a un grafo —especialmente en este caso, cuando se superan las dos va-
riables adentrindonos en sistemas mas complejos. Todo lo que necesitamos para pasar
de las ecuaciones a los grafos, y viceversa, es una serie de reglas.

Regla 1. Cada coeficiente se asocia con una flecha que va de la variable indepen-
diente a la dependiente. Adoptamos la convencion de que la linea sea continua cuan-
do el coeficiente sea positivo, discontinua si es negativo y se suprime la linea cuando
el coeficiente es cero.

Regla 2. Las constantes se asocian con puntos que tienen flechas sin coeficientes.
También aqui acordamos que estas flechas tengan el valor 1.000.

De acuerdo con estas reglas, éste seria el grafo de la ecuacién primera, sin numerar
(figura 1).

‘. Estos resultados son vilidos en el supuesto de que la muestra sea aleatoria simple. De forma orientati-
va digamos que cuando la muestra sea multietapica, situacién normal de las encuestas socioldgicas, habri
que multiplicar la varianza muestral del supuesto de muestra aleatoria simple por dos (Davis, 1978; Mosct y
Kalton, 1977).
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> X,

FiGURA 1. Grafo de la relacién entre dos variables.

X,

El sistema que incluyera las ecuaciones [1], {2], [3] se representaria en el siguiente
grafo (figura 2).

FIGURA 2. Grafo del sistema de ecuaciones 1, 2 y 3.

Hasta ahora hemos visto la forma de representar grificamente un sistema de
ecuaciones, pero si queremos obtener de un grafo la misma informacién contenida en
las ecuaciones hemos de ampliar los conceptos ya vistos, explicando cé6mo se calcula el
valor de las variables. Para ello seguiremos otra serie de reglas.

Regla 3. El valor de una variable determinada por una sola fuente es igual al pro-
ducto del valor de la fuente por el coeficiente, mis la constante.

K,

l

X — 2 53X, implica que X, = aX, + K,

Regla 4. El valor de una variable determinada por dos o mis fuentes es igual a la
suma de los valores de cada fuente multiplicados por sus coeficientes respectivos, mis
la constante.
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implica que X; = aX| + 56X, + K

Junto a las reglas a seguir para la representacién grifica y el cilculo del valor de
las variables de un grafo, vamos a afadir una nueva para calcular el efecto que tiene
una variable sobre otra. En el supuesto bivariable el efecto es igual a la diferencia
de proporciones (&) entre las dos variables X, y X,. Supongamos que el valor de
X, aumenta en A, («delta», es la letra griega utilizada para designar la cantidad de
cambio en las propiedades de un sistema), entonces X, cambiari en A, * d unidades.

Cuando se tiene un sistema con tres o mis variables, como el de la figura 3, a la
hora de calcular el efecto de X, sobre X, hay que introducir el concepto de «camino»
(path). Un «camino» es la ruta que va de una variable antecedente a otra consecuente
siguiendo las flechas intermedias. En todo camino hay que calcular su signo y su
valor.

X, .
a Sse—¢
5 Tss
X, > X,
d e
X5

FIGURA 3. Grafo de la relacion entre 4 variables.

Regla 5. El valor de un camino es igual al producto de los valores de las flechas
que les unen —y el signo es igual al producto de los signos.

Entre X, y X, se establecen tres caminos: dos indirectos y uno directo. Via X, hay
un camino indirecto igual a (4 * —c¢); via X, hay otro camino indirecto (4 * e); y
luego existe el camino directo (). El efecto total causal de X, sobre X, es igual a
(@ * —¢) + (4 *e) + 4. Por lo tanto, un cambio de A, en X, supone un cambio de
(4, = valor de los caminos) en X,

Si analizamos el efecto de X, sobte X, vemos que sblo existe un camino directo
(—¢), igual al efecto causal de la primera variable sobre la segunda. Sin embargo,
junto al efecto causal hay otro efecto espireo, que es debido a la relacién de ambas
variables con aquellas que les preceden (X, y X;). Este efecto espireo serd igual a la
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diferencia entre la asociacién bruta (zero order) de ambas variables menos el efecto
causal, también entre las dos2.

Con estas reglas podemos pasar del sistema de ecuaciones a su representacion a un
grafo y viceversa. Entendemos que el grafo tiene la ventaja de ser a simple vista mas
informativo que el sistema de ecuaciones.

Todo lo que necesitamos ahora es mostrar cémo se puede pasar de las tablas a un
sistema de ecuaciones, susceptible de ser traducido a un grafo. Comencemos con el
caso mas simple, cuando tenemos una tabla de dos variables dicotémicas.

De acuerdo con los requisitos de una ecuacidn, a partir de la tabla 2 (tomemos es-
tos datos como ejemplo) hemos de obtener un coeficiente, una constante y unas va-
riables. Con objeto de calcular el coeficiente y la constante vamos a transformar
nuestras variables Ingresos y Permiso, X, y X, respectivamente, en variables 0-1. En
este caso, la 4 es el coeficiente —la pendiente, en términos de la regresién. Su signifi-
cado es que cuando el Permiso cambia en una unidad, es decir pasa de «con Permiso»
(0) a «sin Permiso» (1), los Ingtesos cambian en & unidades (.776 — .500). Veamos
graficamente:

Proporcion 776
«ingresos bajos»
.500 . cambio Ingresos
Pendiente = “gc. = i =d
cambio Permiso 1
Permiso
«con Permiso» «sin Permiso»

Por lo tanto, la 4 es la pendiente en un sistema de variables 0-1. Veamos ahora la
constante. Segtn la ecuacion X, = K, + 4X,, K, es la constante o intercepcion.
Cuando X, = 0, tenemos que X, = K,. Segiin nuestros datos, después de calcular el
valor de 4, tenemos que X, = K, + .276X,.

X, es igual a cero cuando la categoria de Permiso de Trabajo es «con Permiso», y en este
caso Ingresos (X,) es igual 2 .500. Por lo tanto, la constante es igual a la proporcion de
casos en la variable dependiente cuando la independiente es igual a cero.

Por Gltimo, ya hemos dicho que cuando se trata de variables 0-1 una proporcion
es igual a la media. En el caso que estamos estudiando, la media de Ingtesos es igual
a la proporcién del marginal de la categoria 1 de esta variable (268/396 = .677);
mientras que la media de Permiso serd igual a la proporciéon del marginal de su
categoria 1, (254/396 = .641). Poniendo juntas todas las ideas construimos la siguien-
te ecuacién:

Ingresos (bajos) = .500 + (.276 = .641) = .677

2 Sobre la definicién de los efectos en el anilisis causal véase la primera parte del articulo de Alwin y
Hauser (1975). En este apartado tan s6lo se ofrece una breve introduccién al tema de las ecuaciones lineales
y su representacién en grafos, imprescindible para seguir las explicaciones postetiores. Para una mayor infor-
maci6n sobre ¢l tema se pueden ver Heise (1975), Stinchcombe (1968) y Davis (1979).
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Y siguiendo las reglas de construccién de grafos podemos representar esta ecuacién en
la forma siguiente:

.500
Permiso (sin) .276 . Ingresos (bajos)
641 i .677

De igual manera se puede proceder cuando tengamos mis de 2 variables; pero an-
tes de pasar a este caso vamos a introducir algunos conceptos nuevos, relacionados con
las tablas multidimensionales.

12.5. Tablas Multidimensionales

Al hablar del «proceso de elaboraciéns, Rosenberg (1968) ilustra las ventajas de
afadir nuevas variables cuando previamente se ha visto la relacion entre otras dos. Ba-
sicamente la ventaja radica en poder atribuir con precision los efectos correspondientes
a cada una de las variables que intervienen en el modelo. Si estudiamos la tasa de
mortalidad de distintos municipios espafioles, agrupindolos en rurales y urbanos, po-
demos observar que su valor es mayor en el campo. Sin embargo, de esta constatacién
no se puede deducir que el hecho rural sea un factor que acelere la mortalidad. Cual-
quier estudiante de demografia sabe que una caracteristica determinante del campo
espafiol es el envejecimiento de su poblacién. Y este hecho si que esti asociado con
una mayor mottalidad; siendo asi que se puede atribuir erréneamente la mortalidad al
fendmeno rural cuando es la edad de las personas que viven en ese medio lo que real-
mente da la explicacipn de esa mayor mortalidad: campo implica mis viejos, y mis
viejos lleva a mis mortalidad. Con objeto de salir de la duda y poder atribuir a cada
variable lo que le pertenece se hace necesario controlar por la edad cara a sacar conclu-
siones sobre la relacion entre hibitat y tasa de mortalidad. El mismo estudiante sabe
también que la forma de controlar la edad es hacer como si las poblaciones de los mu-
nicipios rurales y de los urbanos tuvieran la misma pirimide de edad —es decir, es-
tandarizar o normalizar las poblaciones. Ahora si; si en poblaciones de igual edad los
municipios rurales siguen teniendo mayor tasa de mortalidad, al menos no se puede
encontrar la disculpa de la edad como factor que explique la mayor mortalidad, lo
cual no es &bice ‘para que se prueben otras hipbtesis relacionadas con las condiciones
sanitarias, la digta, etc., etc., repitiendo la misma operacién. Traduciendo lo dicho
hasta ahora al I¢nguaje de las variables y de las asociaciones, todo lo que hemos hecho
se puede expligar de dos formas diferentes. Se parte de la asociacién entre las dos va-
riables (hidbitat y mortalidad) y se estudia su valor para cada nivel de edad —a esta
técnica se le conoce con el nombre de control por una tercera variable. Alternativa-
mente, se puede partir de la asociacién original entre las dos variables calculando de
nuevo la asociacién en el supuesto de que no hubiera relacién entre Edad y Hibitat
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—esto es lo mismo que decir que la edad de los individuos que viven en los munici-
pios rurales es la misma que la de los urbanos. La primera de las técnicas es la que se
utiliza tradicionalmente cuando se estudian tablas multidimensionales. La segunda
parte del principio de estandarizacién, aplicado al anilisis tabular por Rosenberg
(1962), y ha sido desarrollada por Davis (1982) para tablas de todo tipo de dimensio-
nes, ampliando igualmente sus aplicaciones sociologicas al terreno de la simulacién.
Aun cuando el sistema de anilisis que estamos explicando, basado en la diferencia de
porcentajes o proporciones, permite el uso de las dos técnicas, para la estimacién de
los coeficientes vamos a seguir en el resto del articulo el principio de la estandariza-
cién, frente al cilculo de las & condicionales para cada categoria de la variable de con-
trol (sobre esta técnica véase Davis, 1976, 1980 y Sinchez Carrién, 1983).

Al comienzo del articulo vefamos el cilculo de la & cuando teniamos dos variables.
Estudiaremos ahora la situacién que se produce cuando tenemos tres variables y
queremos calcular los coeficientes y las constantes correspondientes a sus interrela-
ciones. Para ello vamos a utilizar los datos de la tabla 6, donde aparece el cruce de Es-
tudios con Antigiiedad en el pais y con Permiso de Trabajo.

TaBLA 6. Cruce de Estudios con Antigitedad y con Permiso (proporciones).

Permiso
Estudios Antigiiedad No Si Total (n.” absolutos)
Inferiores 1960-70 .77 .23 22
Inferiores 1971-77 .62 .38 77
Inferiores 1978-80 .76 .23 111
Superiores 1960-70 .48 .52 27
Superiores 1971-77 49 51 86
Superiores 1978-80 .67 .33 73

Desde el momento en que tenemos mis de dos variables lo primero que habri
que hacer es especificar, en funcién del conocimiento sustantivo que tengamos del
problema, qué relaciones se establecen entre ellas. Vamos a asumir que los estudios
estin relacionados con la Antigiiedad en Espafia3. A su vez los Estudios también estin
relacionados con el hecho de tener o no Permiso de Trabajo, dependiendo esta tiltima
variable del nivel de Educacién. Por dltimo también Permiso de Trabajo depende de
la Antigiiedad que se tenga en el pais. Esta especificacion queda recogida en la figu-
ra 4.

De acuerdo con esta figura tenemos que calcular los coeficientes 4, & y ¢ y las cons-
tantes K, y K,. Cada coeficiente se puede ver como un niimero que estima el cambio

3 No esti claro el sentido de la causalidad y se podria interpretar que ambas variables estin relacionadas
entre si de forma reciproca. El sistema funcionaria igual en este supuesto. Por comodidad vamos a asumir la
relacién que aparece en la figura 4.
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o la diferencia que se produce en la variable dependiente (cabeza de la flecha) al cam-
biar la variable independiente (cola de la flecha). Segiin nuestro grifico, y siguiendo
la 18gica del anilisis multivariado, tan sblo los Estudios influyen en la Antigiiedad;
por ello, a la hora de estimar esta influencia es suficiente con calcular la & bruta biva-
riada, sin necesidad de controlar por Permiso —sin tener en cuenta si los emigrantes
tienen o no Permiso de Trabajo. Sin embargo, si queremos calcular el efecto de los
Estudios sobre el Permiso, no es suficiente calcular la & bruta bivariada, puesto que
los Estudios ademis de influir directamente sobre el Permiso de Trabajo lo hacen in-
directamente a través de la Antigiiedad. Y si procediéramos de tal manera no
sabriamos qué parte de la influencia sobre Permiso se debe a los Estudios y qué parte
a la Antigiiedad, atribuyendo erréneamente toda la influencia a la primera variable.
Lo mismo ocutre al estudiar la relacion entre Antigiiedad y Permiso: el cilculo del
efecto bruto entre las dos variables oculta que ambas estin influidas por los Estudios.
La solucién en ambos casos radica en descomponer el efecto entre variable dependien-
te e independiente en la parte que se debe a su relacién directa (efecto neto) y aquella
que hay que atribuir a la relacién indirecta que se crea via Antigiiedad —primer
caso— o a la relacién de ambas variables con el Estudio —segundo caso.

Estudios
K,
s
4 Permiso
c
v
Antigiiedad
K,

FIGURA 4. Grafo de la relacién entre Estudios, Antigiiedad y Permiso de Trabajo.

El problema planteado en el pirrafo anterior es semejante al que indicibamos al
estudiar la relacién entre Habitat y Mortalidad, y también la solucién se encuentra en
la estandarizacién. Si queremos estudiar la influencia directa de Estudios sobre Permi-
so vamos a hacer que Estudio y Antigiiedad no estén relacionados —esto es lo mismo
que hacer que tanto los emigrantes con estudios inferiores como aquellos con estudios
superiores tengan la misma Antigiiedad en Espafia. Una vez que los emigrantes estin
estandarizados en cuanto a la Antigiiedad podemos ver cuil es la relaciéon —ahora
neta— entre Estudios y Permiso, calculando la diferencia de proporciones y utilizando
esta medida como coeficiente 5. Veamos el procedimiento estadistico a seguir.

El cruce de las tres variables se puede presentar en la forma de la tabla 6 o tam-
bién como un conjunto de proporciones consistente en 1) las proporciones marginales
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para la variable Estudios; 2) las propotciones de Antigiiedad para cada categoria de
Estudios; y 3) las proporciones de Permiso para cada combinacién de Estudios y Anti-
giiedad. Lo que hacemos, por tanto, es colocar las variables en orden causal y cons-
truir una serie de tablas, afiadiendo cada vez una nueva variable y calculando sus pro-
porciones. En la tabla 7 se recoge el cilculo de las proporciones siguiendo el procedi-
miento mencionado.

TABLA 7. Proporciones recurrentes para el sistema de la figura 4.

A = Estudios
Inferiores Superiores
1. .530 470 (396)
B = Antigiiedad
Estudios 1960-70 1971-77 1978-80
2. Inferiores .105 367 .529 (210)
3. Superiotes .145 462 .392 (186)
124 412 464 (396)
C = Permiso
Estudios Antigiiedad No St
4. Inferiores 1960-70 .770 .230 (22)
5. Inferiores 1971-77 .620 .380 )
6. Inferiores 1978-80 .765 .235 (111)
7. Superiores 1960-70 .480 .520 (27)
8. Superiores 1971-77 490 510 (86)
9. Superiores 1978-80 .670 .330 (73)
.640 .360 (396)

Nota: Entre paréntesis se incluyen los totales sobre los que se calculan las proporciones de cada linca.

Segiin esta tabla, la linea 1 indica que el 53% de los emigrantes tiene estudios in-
feriores, mientras que el 47% posee estudios superiores. La linea 2 dice que el 10.5%
de los emigrantes con estudios inferiores llegaron a Espafia entre 1960 y 1970; el 37%
lo hizo del 71 al 77; y el 53% entre 1978 y 1980. Y, por iltimo, la linea 9 muestra
que el 67% de los emigrantes con estudios superiores y llegados a Espaifia en el
periodo 1978-80 no tienen Permiso de Trabajo, en tanto que el 33% si lo tienen.

A partir de este cuadro (tabla 7), si queremos calcular la influencia de Estudios
sobre Antigiiedad utilizaremos las lineas 2 y 3, procediendo tal como mostribamos al
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calcular el efecto de Permiso sobre Ingreso en el ejemplo bivariado. La Gnica diferen-
cia con aquel ejemplo se produce porque Antigiiedad tiene tres categorias. Ahora he-
mos de tomar una categoria de esta variable como base, comparando con ella la va-
riacidn en las otras dos cuando varfa la variable independiente?. En este caso tendre-
mos dos coeficientes para la relacion entre Estudios y Antigiiedad. Veamos su cilculo
en la tabla 8.

TaBLA 8. Proporcion de emigrantes llegados en los periodos 60-70 y 78-80, segiin Estudios.

Estudios Proporcién 60-70 (»s. 71-77)

Inferiores .105

Superiores .145

= —.040
Estudios Proporcion 78-80 (vs. 71-77)
Inferiores 529
Superiores .392
d = .137

Igualmente habri dos constantes: .145 para Antigiiedad (1960-70) y .392 para
Antigiiedad (1978-80). La media de Estudios es .530 y las medias para Antigiiedad
(1978-80) y Antigiiedad (1960-70), .464 y .124, respectivamente. La tabla en cuestién
se puede expresar en las dos ecuaciones siguientes:

Antigliedad (60-70) = .145 + (—.040 « .530) = .124 (4]

Antigiiedad (78-80)

392 + (137 « .530) = .464 [5]

Los resultados de las dos ecuaciones coinciden con las medias de Antigiiedad (60-

70) y Antigiiedad (78-80). Ambas ecuaciones se pueden traducir al grafo de la figura
5.

4 Cuando las variables son dicotémicas, si cambiamos la base (utilizamos como base «con Permiso» en
lugar de «sin Permiso») cambian el signo y la constante (—.276 y .776, vs. .276 y .500), lo cual no tiene
una importancia sustantiva. Sin embargo, cuando se cambia la base en ¢l caso de politomias, normalmente
s¢ modifican todos los cocficientes. Davis (1976: 125) sefiala que aunque la eleccién de Ia base sea arbitra-
ria, es recomendable seguir tres reglas pricticas: 1) que las bases tengan una frecuencia de casos grande; 2)
que sean distinguibles en términos sustantivos; y 3) es posible probar con varias bases y presentar los resulta-
dos con aquella que ofrezca mayor claridad.
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FIGURA 5. Grafo de la relacidn entre Estudios y Antigiiedad.

El siguiente efecto a calcular seria el de Estudios sobre Permiso. Con objeto de cal-
cular este coeficiente es necesatio hacer que no haya asociacion entre Estudios y Anti-
giiedad. Tal cosa se produciri si hacemos que la proporcién de emigrantes para cada
categoria de Antigiiedad sea la misma entre los amigrantes con estudios inferiores y
con estudios superiores. Para ello serviria cualquier proporcion, sin embargo, es c6-
mun utilizar las proporciones de los marginales de una de las variables. La tabla 9
ofrece el supuesto de no asociacién entre las variables, utilizando los marginales de
Antigiiedad.

TABLA 9. Cruce de Estudios y Antigiiedad, en el supuesto de no asociacién entre variables
(proporciones y niimeros absolutos)

Estudios
Antigiiedad Inferiores Superiores Total
1960-70 124 (26) 124 (23) 49
1971-77 412 (77) 412 (77) 164
1978-80 464 (97) 464 (86) 183
Total 1.000 (210) 1.000 (186) 396

Lo que hemos hecho ha sido dejar fijos los totales y calcular el nimero de indivi-
duos que habria en cada casilla, en el supuesto de que no hubiera asociacién entre las
variables®. Ahora, utilizando estos valores absolutos veamos cuil es la relacién entre

3 Obsérvese que no hay diferencia de la Antigiiedad scgtin los niveles de Estudio.
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las tres variables. Para ello construimos el cruce de las tres variables que se ve en la ta-
bla 10.

TaBLA 10. Cruce de Estudios con Antigiiedad y con Permiso, en el supuesto de no asociacion en-
tre las dos Gltimas variables (proporciones y niimeros absolutos).

Permiso

Estudios Antigiiedad No Si Total
Inferiores 1960-70 .77 (20) .23 (6) 26
Inferiores 1971-77 .62 (54) .38 (33) 87
Inferiores 1978-80 .76 (74) .23 (23) 97
Superiores 1960-70 .48 (11) .52 (12) 23
Superiores 1971-77 .49 (38) .51 (39) 77
Superiores 1978-80 .67 (58) .33 (28) 86

Los totales corresponden al nimero de individuos que habria en cada combinacién
de las categorias de las variables Estudios y Antigiiedad, en el supuesto de no aso-
ciacién entre ambas variables. Las proporciones de las casillas son las originales (tabla
7) y las frecuencias absolutas indican el nimero de emigrantes que nos habriamos en-
contrado seglin los totales de no asociacién y las propotciones originales. Si ahora
queremos calcular el efecto neto (directo) de Estudios sobre Permiso no tenemos mis
que plegar (collapse) la variable Antigiiedad y ver la diferencia de proporciones de
Permiso para las categorias de Estudios. La tabla 11 nos ofrece los cilculos.

TaBLA 11. Proporcién de «no Permisos, segiin Estudios.

Estudios Proporcién «no Permisos
Inferiores (20 + 54 + 74)/210 = .705
Supetiores (11 + 38 + 58)/186 = .575

d = (705 — .575) = .130

Plegando la variable Estudios podemos ver la influencia de Antigiiedad sobre Per-
miso (tabla 12).

Ademis de los coeficientes ya calculados, si deseamos construir el sistema de
ecuaciones vemos que cs necesario calcular la constante K, (véase figura 6), junto a la
media de Permiso.

309



TABLA 12. Proporcién de «<no Permiso», segiin Antigiiedad.

Antigiiedad Proporcién «no Permiso»
1978-80 (74 + 58)/183 = .721
1971-77 (54 + 38)/163 = .564

d = (.721 — .564) = .157

Antigiiedad Proporcién «no Permiso»
1960-70 (20 + 11)/49 = .633
1971-77 (54 + 38)/163 = .564

d = (633 — .564) = .069

.530
Estudios
(inferiores)

| K, = 490

|
| 137
|

~.040 |

Permi
| Antigiiedad 157 —> (DO;SO

/_,l._) (78-80) .641
464

|
| o2
|

v

Antigiiedad
(60-70)
124

W
&z

“

FiGURA 6. Grafo de la relacién entre Estudios, Antigiiedad y Permiso, con los coeficientes de las
relaciones entre las 3 variables.

K, es igual a la proporcién de emigrantes sin permiso cuando Antigiiedad y Estudios
son iguales a cero —es decir, la proporcién de emigrantes sin permiso llegados entre
1971-77 y con estudios superiores. Segiin la tabla 7 esta proporcion es igual a .490. La
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media (proporcién) de Permiso es 254/396 = .641. Con los datos que hemos calcula-
do, el sistema de la figura 6 puede traducirse al siguiente sistema de ecuaciones:

Permiso (no) = .490 + (.13 « .53) + (.16 « .464) + (.07 » .124) = .641 (6]
Antigiiedad (60-70) = .145 + (—.04 + 530) = .129 [7]
Antigiiedad (78-80) = .392 + (.137 » .530) = .465 [8]

Estos resultados pueden interpretarse de la siguiente manera. Los Estudios estin
relacionados con la Antigiiedad, especialmente con la categoria 1978-80: los indivi-
duos llegados en ese periodo es mis probable que tuvieran estudios inferiores que
aquellos que salieron de Iberoamérica de 1971-77 —esa mayor probabilidad es del
.137. Por el contrario, los emigrantes de los 60 tenian una formacién académica supe-
rior a los del periodo 71-77, aun cuando la diferencia sea minima —mas adelante ve-
remos si este coeficiente de —.040 es significativo. Dicho de otra forma, los del 60
tenfan una probabilidad de tener estudios inferiores menor (P = .040) que los llega-
dos en la etapa 1971-77.

A su vez, los estudios inferiores estin relacionados positivamente con el hecho de
no tener Permiso de Trabajo: es .130 mis probable que un individuo con estudios in-
feriores no tenga Permiso de Trabajo que otfo con estudios superiores. Este seria el
efecto directo de Estudios; indirectamente esta variable también influye via Anti-
giiedad: menos estudios se asocia con menor Antigiiedad y menor Antigiiedad impli-
ca menos posibilidades de conseguir Permiso de Trabajo. ¢;Cuil es la importancia de
este efecto? Segiin las reglas de representacion de los grafos y calculo de las transmi-
siones (véase Regla 5)¢, el efecto indirecto de Estudios sobre Permiso seri igual al pro-
ducto de los efectos de Estudios sobte Antigiiedad y de Antigiiedad sobre Permiso; en
este caso, (.137 ~ .16) + (—.040 = .070) = .0191. Y el efecto total seri igual al di-
recto mis el indirecto: .130 + .019 = .150. Este efecto ha de ser igual a la aso-
ciacién bruta entre las dos variables. Veamos su tamafio en la tabla siguiente:

Estudios Propotcién «Permiso (no)s
Inferiores 714 (210)
Superiores .560 (186)

.154

Vemos que hay una pequeiia diferencia entre la suma de los efectos directo mis indi-
recto y la asociacién bruta bivariada: .150, en el primer caso, »s. .154, en el segundo.
Ello es debido a la existencia de interaccién entre las variables. Efectivamente, analizan-
do la tabla 7 se ve que, por ejemplo, la asociacién entre Estudios y Permiso no es la
misma para todas las categorias de Antigiiedad: para un individuo llegado en el perio-

6 Una fransmision s la suma de los valores de los caminos que unen dos variables.
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do 1960-70, el hecho de aumentar sus Estudios (pasar de estudios inferiores a estudios
superiores) implica que se dupliquen sus posibilidades de conseguir Permiso de Trabajo
(-230 a .520); sin embargo, st ese mismo individuo hubiera llegado entre 1978 y 1980,
el hecho de mejorar su educacién sélo le supondria un aumento pequefio en sus posibi-
lidades de conseguir ese Permiso de Trabajo (.235 a .330).

Excepto en el caso de que no haya interaccién, las 'y las transmisiones (¢transmit-
tances) no coinciden con los datos brutos. Tal como sefiala Davis (1967: 130), el
hecho de que la disctepancia se pueda considerar tolerable es un problema de opinién
del investigador. Cuando las muestras son pequefias, aun con interacciones no signifi-
cativas las discrepancias pueden ser grandes. Por el contrario, si las muestras son gran-
des puede que interacciones significativas no creen problemas.

Continuando con la interpretacién de los resultados obtenidos, vemos que la Anti-
giiedad influye positivamente en el Permiso. Tanto los individuos llegados de 1960 a
1970 como los que lo hicieron entre 1978 y 1980 tienen mis posibilidades de no tener
Permiso de Trabajo que los del periodo 1971-77 —especialmente los recién llegados
(P = 157). Por ejemplo, si comparamos el efecto directo de Antigiiedad (1978-80),
.157, con el bruto, .176, vemos que .019 del total es espireo, debido a la influencia
de Estudios.

Un préximo paso en el anilisis de los datos consiste en el estudio de las nuevas re-
laciones que se establecen cuando se afiade la cuarta variable, los Ingresos. En funcién
de la especificacion que hacemos en el grifico 7 es necesario calcular los coeficientes £,
& b e i, ademis de la constante K, y la media de Ingresos.

Estudios

' Cad
I (78-80) —_— Permiso —b—-) Ingresos
|
I o f
Antigiiedad
(60-70)

FIGURA 7. Grafo de las relaciones entre Estudios, Antigiiedad, Permiso e Ingtesos.

Con objeto de calcular estos parimetros no hacemos sino extender la explicacién
que ofreciamos al tratar del caso de 3 variables. En primer lugar es necesario calcular
el cruce de las 4 variables (en proporciones) (tabla 14).

Si ahora queremos ver la influencia de Estudios sobre Ingresos, hay que distinguir
la parte directa de la indirecta, a través de Permiso y Antigiiedad. Para no confundir
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las influencias ya hemos visto que se hace necesario estandarizar los individuos en
aquellas variables que puedan crear confusion. En este caso es necesario hacer que
tanto los emigrantes con estudios inferiores como aquellos con estudios superiores ten-
gan la misma Antigiiedad en el pais y las mismas condiciones laborales (Permiso de
Trabajo). En estas circunstancias, la influencia que tengan los Estudios sobre los Ingre-
sos no cabe duda de que se debe s6lo y exclusivamente a esta variable. Esta anulacion
de efectos se consigue haciendo que los Estudios no aparezcan asociados con Antigiie-
dad y con Permiso. Para ello basta con sustituir en la tabla 6 las proporciones origina-
les por las marginales de Permiso, por ejemplo’. En la tabla 13 damos estos resulta-
dos, incluyendo entre paréntesis el nimero absoluto de emigrantes que habria en ca-
da combinacién de categorias, en el supuesto de que no hubiera asociacién.

TaBLA 13. Cruce de Estudios con Antigiiedad y con Permiso, en el supuesto de
independencia maltiple (proporciones y niimeros absolutos).

Permiso

Estudios Antigiiedad No Si Total
Inferiores 1960-70 .64 (17) .36 (9) 26
Inferiores 1971-77 .64 (56) .36 (31) 87
Inferiores 1978-80 .64 (62) .36 (35) 97
Superiores 1960-70 .64 (15) .36 (8) 23
Superiores 1971-77 .64 (49) .36 (28) 77
Superiores 1978-80 .64 (55) .36 (31) 86

Ahora lo que hacemos es utilizar las frecuencias esperadas en el supuesto de no
asociacion entre las tres variables para ver cuil es la relacién entre las 4 variables del
modelo. A tal fin construimos la tabla de 4 dimensiones, donde los marginales se co-
tresponden con las frecuencias de las casillas de la tabla 13, siendo las proporciones de |
las casillas las originales. La tabla 14 da los resultados.

Si ahora queremos ver el efecto de Estudios sobre Ingresos (en la figura 7, 1), tan
sblo tenemos que plegar Antigiiedad y Permiso, cruzando aquellas variables y proce-
diendo como en las tablas 11 y 12. Asi 7 = .120. De igual manera se calculan los
efectos de Antigiiedad y Permiso sobre Ingresos: f = —.157; g = .151; h = .232.
Si deseamos construir el sistema de ecuaciones, ademis de estos coeficientes tendre-
mos que calcular K y la media de Ingresos. La constante es igual a .500 y la media

7 Ya hemos explicado que serviria cualquier marginal, puesto que tan sélo se trata de que las propor-
ciones de la tabla indiquen que hay independencia maltiple entre las tres variables. (Sobre el concepto de
independencia miiltiple, asf como de los otros tipos de relaciones que se establecen entre las variables en
tablas multidimensionales véase ¢l capitulo 11 de este mismo libro).
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TaBLA 14. Cruce de Estudios con Antigiiedad, con Permiso y con Ingresos, en el supuesto
de independencia miltiple entre las tres primeras variables (propotciones y naimeros absolu-

tos).
Ingresos

Estudios Antigiiedad Permiso Bajos Altos Total
Inferiores 1960-70 No .588 (10) 412 (7) 17
Inferiores 1960-70 Si 400 (4) .600 (5) 9
Inferiores 1971-77 No .812 (45) .188 (11) 56
Inferiores 1971-77 Si 517 (16) 483 (15) 31
Inferiores 1978-80 No .882 (55) 118 (7) 62
Inferiores 1978-80 Si .692 (24) .308 (11) 35
Superiores 1960-70 No 538 (8) 462 (7) 15
Superiores 1960-70 Si 143 (1) .857 (7) 8
Superiores 1971-77 No .548 (27) 452 (22) 49
Superiores 1971-77 Si .500 (14) .500 (14) 28
Supetiores 1978-80 No .878 (48) 122 (7) 55
Superiores 1978-80 Si .500 (16) .500 (15) 31

(proporci6n) de Ingresos es de .676. El sistema de ecuaciones queda compuesto por las
ecuaciones [6], [7] y [8] mis la siguiente:

Ingresos (bajos) = .500 + (.530 » .120) + (.464 « .151) + (.124 + —.157) +

(.641 + .232) = .763 (9]

Comparando el resultado estimado por la ecuacién anterior y el valor real de los
Ingresos se observa una diferencia del 8.8%. Ello es debido, tal como ya tuvimos oca-
sion de sefialar, al hecho de que, excepto cuando no existe interaccién, siempre se ob-
serva una discrepancia entre los valores observados y los esperados segiin el modelo.
Finalmente podemos ver los resultados completos del anilisis en el grifico 8.

Mirando los efectos directos de las variables independientes sobre los Ingresos ve-
mos que, salvo Antigiiedad (60-70), todos son positivos. Controlando por Antigiiedad
y Permiso, es decir, suponiendo igualdad de Permiso y Antigiiedad para los emigran-
tes con estudios inferiores y superiotes, el hecho de tener estudios inferiores influye
positivamente de cara a tener ingresos bajos, aun cuando la relacion no sea muy fuer-
te: .120. La influencia aumenta cuando consideramos el efecto indirecto de esta va-
riable: tener estudios inferiores favorece el hecho de no tener permiso de trabajo, y es-
to influye para que se tengan ingresos bajos. Junto a esta influencia via Permiso, la
baja educacién esta asociada con el hecho de llegar tarde a Espaiia (1978-80) y esta
circunstancia se relaciona positivamente con tener ingresos bajos. En conjunto este
efecto indirecto es igual a (.130 + .232) + (.137 = .160 » .232) + (.137 « .151) =
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= .0568. Es decir, de la asociacién total entre Estudios e Ingresos (.171), parte se debe
a la influencia directa de los estudios (.120) y parte a su influencia indirecta a través de
Antigiiedad y Permiso.

(-530)
Estudios

\~ .040

\
\\
137
y oo 069 (-641) .
Antigiiedad ——————  Permiso —> Ingresos
60700 5 (.677)

Antigiiedad
(78-80)
(.464)

FIGURA 8. Grafo de las relaciones entre Estudios, Antigiiedad, Permiso e Ingtesos, con los coefi-
cientes de las relaciones entre las 4 variables.

No tener permiso de trabajo también se asocia positivamente con el hecho de te-
ner ingresos bajos. Para dos emigrantes que tengan iguales Estudios y Antigiiedad, si
uno no tiene Permiso de Trabajo su posibilidad de tener ingresos bajos es .232 supe-
rior a la del otro con Permiso de Trabajo. Si calculamos la asociacién bruta entre Pet-
miso e Ingresos vemos que su valor es .276; la diferencia entre este ntmero y el efecto
directo (.232) es la relacidon espiirea entre ambas variables, debida a su relacién con
Estudios y Antigiiedad.

Con respecto a la influencia de Antigiiedad, ésta es de doble sentido. Los que lle-
garon en los 60 tienen una mayor probabilidad de tener ingresos altos que aquellos
que lo hicieron en el periodo 1971-77: la diferencia es de .157. En comparacién tam-
bién con estos altimos emigrantes y suponiendo que todos (los del periodo 78-80 y los
del 71-77) tuvieran iguales Estudios y situacion legal de trabajo, la probabilidad de
tener ingresos bajos para aquellos que llegaron al final de los 70 es .151 superior. En
este caso, junto al efecto directo hay otro indirecto via Permiso que eleva la diferencia
de la probabilidad de ser pobre hasta (.151 + (.160 ~ .232)) = .188. Debido a los
Estudios hay una asociacidén espiirea entre Antigiiedad (78-80) e Ingresos de .009 —la

8 Al hablar de la estimacién de los parimetros poblacionales y de la significatividad de los efectos ya ve-
remos c6mo la relacién entre Estudios y Antigiiedad (60-70) no es significativa. Es por ello que la excluimos
del cilculo de los efectos indirectos.
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diferencia entre la asociacién total de Antigiiedad (78-80) e Ingresos (.197) y la parte
causal de la relacion (.188).

A la vista de los resultados del modelo vemos que aquello que mis influye de for-
ma directa para tenet ingresos altos es obtener Permiso de Trabajo, siguiendo en im-
portancia el tiempo de residencia en Espafia y, por 6ltimo, los Estudios. Puesto que
previamente vimos que, a su vez, conseguir Permiso de Trabajo depende en mayor
medida de la Antigiiedad que de los Estudios, parece que el problema econémico de
los emigrantes es un problema de paciencia, en el que poco influye su nivel de forma-
cién académica.

12.6. Inferencia Estadistica en Tablas Multidimensionales

En la medida en que estamos tratando con datos muestrales se hace necesario pro-
ceder al estudio de la significatividad de los coeficientes que hemos estimado®.

Siguiendo la explicacion que hemos ofrecido al tratar de la situacién bivariable ve-
remos si cada una de las 4 obtenidas es estadisticamente significativa calculando su in-
tervalo de confianza. Tomemos la & de la relacion entre Estudios e Ingresos. En la
tabla 15 se disponen los cilculos.

TABLA 15. Desviacién tipica muestral de la & de Ingresos y Estudio (datos estandarizados).

Estudios Proporcidn <ingresos bajos» (1-P A1L-P n Al — P)in =9,
Inferiores 154/210 = .733 267 1957 210 .00093
Superiores 114/186 = .613 .387 .2372 186 .00127

396 .00220

La desviacién tipica muestral serd igual a v.0022 y la D poblacional estari com-
prendida en el intetvalo (con un nivel de confianza del 95%) .120 £ (1.96v.002 ); es
decir, entre .212 y .028. Al no estar incluido el cero en el intervalo decimos que la 4 es
estadisticamente significativa. De manera semejante calculamos los intervalos de con-
fianza para el resto de las 4. En la tabla 16 ofrecemos las &, junto con su varianza y el
resultado de la prueba de significatividad utilizando intervalos de confianza.

De acuerdo con estos resultados el grafo definitivo seria el de la figura 9, siendo la
interpretacion igual a la ya expresada previamente.

9 En Sinchez Carri6n (1983) se explica la forma de contrastar la significatividad de las interacciones.
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TABLA 16. Varianza y significatividad de las & estimadas.

Efectos d Varianza ¢Significativo?
Estudios-Antigiiedad (60-70) —.040 .00112 No
Estudios-Antigiiedad (78-80) .137 .00246 Si
Estudios-Petmiso .130 .00230 Si
Estudios-Ingresos 120 .00220 St
Antigiiedad (60-70)-Permiso .069 .00626 No
Antigiiedad (78-80)-Permiso 157 .00260 Si
Antigiiedad (60-70)-Ingresos —.157 .00650 Si
Antigiiedad (78-80)-Ingresos 151 .00237 Si
Permiso-Ingresos .232 .00247 Si
Estudios

137
" 160
Antigiiedad ————> Permiso L.)
(78-80) > Ingrcsos
151 _ - 4
-— ,’
-
-
157 -
- — -
- - -
-
Antigiiedad -
(60-70) —

FIGURA 9. Grafo de la relacion entre las 4 variables. Incluye solamente los coeficientes significa-
tivos.

12.7. La medida del impacto causal

La idea de causalidad se basa en el hecho de que si una variable es la causa de
otra, el cambio en la primera produce un cambio en la segunda. Esta definicién se
puede operativizar mediante la tasa de cambio, que mide la cantidad de cambio que
sufre la variable dependiente ante un cambio determinado de la variable indepen-
diente. En los sistemas de la D, la tasa de cambio viene dada por la 4. Asi, en el mo-
delo que acabamos de estudiar, tomando como ejemplo la relacién entre Permiso e
Ingresos veiamos en el apartado 4 que la 4 bruta era igual a .276. Si suponemos una
relacién lineal entre ambas variables este coeficiente se puede interpretar diciendo que
«un aumento de 10 puntos en la proporcion de emigrantes sin permiso de trabajo
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tendri como resultado un aumento de 2.76 puntos en la proporcién con ingtesos ba-
jos».

En el ejemplo anterior hemos visto que resulta sencillo de medir el impacto causal
producido por un cambio en la variable independiente. Cuando las variables depen-
diente e independiente no estin sdlo relacionadas directamente —ejemplo de Estu-
dios e ingresos— o cuando la variacion se produce simultineamente en mis de una
variable independiente que afecta a mis de una variable dependiente —todo un siste-
ma—, el cilculo de los efectos causales resulta algo mis complejo. Utilizando los da-
tos de una investigacidn realizada por Garcia Ferrando (1982) sobre la prictica depot-
tiva de los espafioles vamos a mostrar c6mo se resuelve el problema planteado, utili-
zando las proporciones recurrentes.

Los datos de partida, dispuestos en forma de proporciones recutrentes, estin con-
tenidos en la tabla 17. La tabla recoge el cruce de Edad con Estudios y con Prictica
Deportiva; siendo las relaciones causales entre las variables las de la figura 10.

TABLA 17. Proporciones recurrentes para el sistema de la figura 10.

A = Edad
15-25 26-40 40 +
1 .237 (932) .286 (1127) 477 (1876) (3935)
B = Estudios
Edad Primarios Bachiller Grado Medio  Univetsitarios
2 15-25 .328 (306) .544 (507) 063 (59) .064 (60) (932)
3 26-40 551 (621)  .267 (301) .105 (118) 077 (87)  (1127)
4 40 + 558 (1532)  .113 (212) .048  (90) 022 (42)  (1876)
.625 .259 .068 .048 (3935)
C = Prictica Deportiva
Edad Estudios St No
5 15-25 Primarios .408 (79) 592 (115) (194)
6 15-25 Bachiller .671 (215) .229 (106) (321)
7 15-25 Grado Medio 712 (26) .288  (11) (37)
8 15-25 Universitarios .633 (24) 367 (14) (38)
9 26-40 Primarios 200 (139)  .800 (555)  (694)
10 26-40 Bachiller 419 (141) 581 (195)  (336)
1 26-40 Grado Medio 551 (73) 449 (59) (132)
12 26-40 Universitatios .621 (60) 379 (37) 97)
13 40 + Primarios .060 (102) 940 (1602)  (1704)
14 40 + Bachiller .240 (57) 760 (179) (236)
15 40 + Grado Medio 333 (33) .667  (67) (100)
16 40 + Universitarios 452 (21) 548 (25) (46)
.281 .719 (3935)
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Segiin los datos, en el momento de hacer la encuesta practicaban deporte una pro-
porcién del .281 de los entrevistados; y tenian estudios primarios, de bachiller, me-
dios y universitarios el .625, .259, .068 y .048, respectivamente. Suponiendo que en
la préxima generacién de espafioles la poblacion se habri envejecido y que el nivel de
estudios habri aumentado, se trata de ver la repercusion del envejecimiento sobre el
nivel educacional de los espafioles y de ambas variables sobre la prictica deportiva.

Estudios

Edad —_— Practica Deportiva

FIGURA 10. Grafo de la relacién entre Edad, Estudios y Prictica depottiva.

Cuando tenemos que predecir los valores de mis de una variable hay que proceder
segin el orden de causalidades. Por lo tanto, veamos ptimero la influencia de la
Edad. Supongamos que en la préxima generacién las propopiciones de individuos pa-
ra cada grupo de edad sean .150, .320 y .530 —recordemos que los grupos de edad
son 15-25, 26-40 y 40 y mis afios. ¢Qué consecuencias tendri este envejecimiento?
Para sabetlo basta con cambiar la linea 1 de la tabla 17, sustituyendo los valores origi-
nales por los que acabamos de ofrecer, a la vez que calculamos los marginales de las
variables consecuentes para los datos estandarizados. En la tabla 18 se ofrecen los resul-
tados, siguiendo la presentacién que hace James A. Davis (1982).

TaBLA 18. Niveles ajustados para el sistema de la tabla 17.

Edad Estudios Practica
deporte
Linea Cambio 15-25 26-40 40 + Primar. Bachil. G. Medio Univer. St

0  Datos bru-

tos .237  .286 477 .625 .259 .068 .048 .281

Después ajuste de:
1 a) edad 150 1320 .530 .659 .227 .068 .046 .246
b) estudios 150 .320  .530 .400 .400 .150 .050 .308

Cambio después de:

3 c)etapal —.087 .034 .053 .034 —.032 0 —=.002 -.035
4 d)etapa 2 0 0 0 -.259 173 .082 .004 .062
Total —.087 .034 053 —.225 .141 .082 .002 .027
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La linea 0 muestra los marginales originales para cada una de las tres variables. La
linea 1 da los marginales después de ajustar la edad. En la linea 3 se ofrecen las dife-
rencias entre las lineas 0 y 1. Segiin estos datos, el cambio de edad de la hipotética fu-
tura generaci6n repercutiri en un aumento de 3.4 puntos en el nimero relativo de in-
dividuos con estudios primatios y una disminucién de 3.2 y 0.2 puntos, respectiva-
mente, en el de los bachilleres y universitarios; no suftird modificacion la proporcién
de graduados medios. Como consecuencia de ese mismo envejecimiento cabe predecit
una disminucién de 3.5 puntos en el porcentaje de practicantes deportivos (linea 3).

La préxima variable que se modifica son los Estudios. Con segundas y postetiores
variables el ajuste se complica algo, debido a que, ademis de tener que ajustar mis
de una linea es necesario tener en cuenta la relacidn original entre las variables. Su-
pongamos que en la generacidn siguiente las propotciones de individuos con estudios
primarios, bachilleres, grados medios y universitarios sean .400, .400, .150 y .050,
respectivamente, y que la asociacién entre Edad y Estudios se mantenga constante. Pa-
ra ello, primero calculamos el marginal de la variable a ajustar (modificar), teniendo
en cuenta el cambio experimentado por el ajuste previo de la Edad. Tomando el gru-
po de estudios primarios, en la linea 1 de la tabla 18 vemos que la proporcién en
cuestién es de .659; como queremos hacer que sea de .400, hemos de cambiar la pro-
porcién de estudios primarios en —.259 —igual hariamos con los otros niveles de es-
tudios. Puesto que hemos determinado mantener constante el nivel de asociacién entre
Edad y Estudios, esta modificacién de — .259 habri que efectuarla sobre todos los nive-
les de Edad (lineas 2, 3 y 4 de la tabla 17). Después de efectuar la misma operacién con
todos los niveles de Estudios, estas lineas 2, 3 y 4 de la tabla 17 quedan como sigue (ta-
bla 19).

TaBLA 19. Cruce de edad con Estudios (proporciones), tras ajustar Estudios.

Edad Primarios Bachiller Grado Medio Universitarios Total
15-25 (.328 — .259) = .069 717 145 .068 590
26-40 .292 .440 .187 .081 1259
40 + .358 .286 .130 .026 2086

.400 .400 .150 .050 3935

De esta forma, los marginales de Estudios toman el valor de .400, .400, .150 y
.050, para los 4 niveles respectivos, sin que se altere la asociacién entre las dos
variables'®. Ahora podemos proceder como en el caso previo, calculando los margina-

10 Tomando la fila de estudios primarios se observa que el total de individuos en este nivel es de 1.573
—csto es, ((.069)590) + (.292)1.259) + (.558)2.086))—, que dividido por 3.935 (el total de indivi-
duos) da .400. Igual s¢ harfa con las restantes filas.

Por otra parte, vemos en la tabla 17 que la diferencia entre la proporcién de 15-25 y estudios primarios
menos 26-40 y estudios primarios es de (.328-.551) = —.223; esta diferencia s la misma que la observada

en la tabla ajustada (tabla 19): .069 — .292 = —.223. Por lo tanto, la intensidad de la asociacién sc man-
tiene.
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les de Prictica Deportiva para los datos estandarizados. En las filas 2 y 4 de la tabla 18
se muestran los resultados obtenidos: la primera variable, Edad, por ser anterior al
ajuste efectuado, no cambia; la proporcién esperada de practicantes es de .308, lo que
supone un aumento de 6.2 puntos. Analizando las filas 3 y 4 de la tabla se pueden
resumir los resultados que hemos obtenido de la siguiente manera:

1. Cabe esperar una disminucién de la poblacién entre 15 y 25 afios de casi 9
puntos (—.087). Por el contrario, aumentarin los individuos de 26 a 40 afios (3.4
puntos) y de mis de 40 afios (5.3 puntos).

2. Las personas con estudios primarios disminuirin en 22.5 puntos. En este resul-
tado hay una influencia positiva del envejecimiento de la poblacién, que hace subir el
porcentaje de personas con estudios primarios en 3.4 puntos, y una disminucién del
25.9% no explicada por ninguna variable del modelo, que es atribuible a nuestros su-
puestos.

En el caso de los estudios universitarios —tomamos sblo este nivel y el anterior co-
mo ejemplos de la forma en que cabe interpretar los resultados— el envejecimiento
de la poblacién hace bajar en 0.2 puntos el porcentaje de individuos con este nivel,
mientras que hay un aumento de 0.4 puntos en este colectivo que no es explicado. El
resultado final es que en esta hipotética generacién con la que estamos trabajando ca-
be esperar un 0.2% mis de titulados superiores.

3. Como resultado de los diversos efectos, los deportistas aumentarin en 2.7 pun-
tos. Desglosando este resultado final vemos en las lineas 3 y 4 que el envejecimiento
hari disminuir en 3.5 puntos el niimero de practicantes, mientras que la mejora del
nivel educativo de la poblacién aumentari este colectivo en 6.2 puntos.

Vemos asi cdmo se puede proceder a resolver problemas de simulacién con va-
tiables cualitativas, utilizando proporciones recurrentes y calculando una serie de
tablas estandarizadas.

12.8. Resumen

A lo largo de las piginas de este articulo hemos mostrado c6mo se puede ampliar
el estudio de las variables nominales y ordinales, tratando de seguir los procedimien-
tos utilizados cuando se dispone de informacién interval. Para ello hemos explicado la
descomposicion de una tabla multidimensional en una serie de ecuaciones y su repre-
sentacion en un grafo. El procedimiento seguido para estimar los coeficientes ha sido
el calculo de las proporciones recurrentes y su estandarizacién. Dichos coeficientes son
susceptibles de ser sometidos a prueba estadistica. Por Gltimo hemos mostrado ¢6mo
se pueden resolver ejercicios de simulacién cuando se dispone de informacién cualita-
tiva. '

Como nota final, digamos que este trabajo de divulgacién de la obra de James A.
Davis queda incompleto al no poder abordar aqui la aplicacion que el autor hace del
sistema de la D al anilisis del cambio —Ila «ola del futuro en la investigacién social»,
segln sus propias palabras (Davis 1975, 1976, 1978). En una futura publicacién espe-
ramos poder proceder a la explicacion del estudio del cambio.
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